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Vorwort. 


Der schnelle Verbrauch der ersten Auflage meiner 


„Niederen Analysis“ zeigt mir, daß es kein Fehlgriff war, 


wenn ich in meine „Sammlung mathematischer Lehrbücher 
für Studierende“ auch die „Niedere Analysis“ aufnahm. 
Unter dem Namen ,„Niedere Analysis“, ursprünglich 
im Gegensatz zu der Höheren Analysis, welche die Diffe- 
rentialrechnung*) und Integralrechnung*) umfaßt oder gar 
voraussetzt, pflegt man verschiedene Gebiete zusammen- 
zufassen, welche auf höheren Lehranstalten nur teilweise, 
auf Universitäten selten gelehrt werden. Bei einem An- 


‚blick dieser von der Niederen Analysis zusammengefaßten 


Gebiete erkennt man jedoch leicht, daß eine Zweiteilung 
der Niederen Analysis nicht allein äußerlich, sondern auch 
innerlich wohlbegründet ist. Dieser Zweiteilung entsprechend, 
spielt in dem vorliegenden ersten Teile das Verhältnis 
ganzer Zahlen, also die rationale Zahl, die Hauptrolle, 
während in dem zweiten Teile das Irrationale und im 
Zusammenhang damit die Veränderlichkeit die Haupt- 
rolle spielt. 

Bei der Abfassung des vorliegenden ersten Teils habe 
ich vorzugsweise die Primaner höherer Lehranstalten im 
Auge gehabt, welche in die hier behandelten Gebiete sicher 
und schnell eingeführt werden wollen, während der zweite 
Teil auch für solche bestimmt ist, die Mathematik studieren, 
ohne in allen Gebieten der Niederen Analysis schon auf der 
Schule unterrichtet zu sein. 


Hamburg, Januar 1908. 
Professor Dr. Hermann Schubert. 


*, Band X und XI meiner „Sammlung“, verfaßt von Franz 
Meyer in Königsberg. 
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I. Abschnitt. 
Kombinatorik. 


$1. Permutationen. 
Hn!=1-2.3-4.,.n. 


Er Patbtr.. 3 


Dinge permutieren, heißt, sie in allen denk- 
baren Anordnungen zusammenstellen. Z.B.: 


schwarz-weiß-rot,  schwarz-rot-weiß, 
weiß-schwarz-rot,  weiß-rot-schwarz, 
rot-schwarz-weiß, rot-weiß-schwarz. 


Das Resultat jeder einzelnen Zusammenstellung heißt 
Komplex. Zunächst nehmen wir an, daß die zu per- 
mutierenden Dinge voneinander unterschieden werden können. 
Da aber die Fragen nach der Art der Zusammenstellungen 
und nach. ihrer Anzahl unabhängig davon sind, welche 
Dinge zusammengestellt werden, so wählen wir dafür die 
Buchstaben des kleinen lateinischen Alphabets: a,b, c,d,e,... 
Damit kein Komplex ausgelassen werde, ist es zweckmäßig, 
die lexikographische Reihenfolge der Komplexe zu be- 
obachten, wie die folgende Reihenfolge aller Komplexe zeigt, 
die durch Permutation der vier Buchstaben a, b, c, d ent- 
stehen: 


meta cedlieabdı dade | 
Beibade\coadbıdacb 
acbdalibcad|cbadidbae 
woadhbibed anabidna. \idb:ie.a 
adbe bdaac,ı cdab|ıdcab 
adeb|bdca cdba|idcba 
Schubert, Niedere Analysis. 2. Aufl. 1 


= I. Kombinatorik. 


Die Anzahl der durch Permutation von n Dingen ent- 
stehenden Komplexe heiße P(n). Dann ist P(2)=2, weil 
a und 5b keine anderen Komplexe liefern, als ab und ba. 
Hieraus folgt aber, daß P(3) dreimal so groß ist, als P(2), 
weil erstens auf a die zwei Komplexe der Buchstaben 
b und c folgen können, zweitens auf b die zwei Komplexe 
der Buchstaben « und c, drittens auf c die zwei Komplexe 
der Buchstaben @« und b, so daß 


P(3) = P(2) + PR) + Pß2)=3-Pß)=3-2 
ist. Ebenso ergibt sich: 
P(4)=4-Pß)=4-3-2=4-.3-2-1, 
DO Aa 4.3-2=5-.4.3-.2-1, 


Pa nn -2-1. 
Dies heißt aber in Worten: 


Die Anzahl aller durch Permutation von 
Dingen entstehenden Komplexe ist gleich dem Pro- 
dukte aller natürlichen Zahlen von 1 bis n. 


Das hier auftretende Produkt aller natürlichen Zahlen 
von 1 bis » kürzt man mit 


n!, 
gelesen: „n Fakultät“, ab. Es ist . B.: 
11-1; 21-2; 31-6; Al 24 ge 
6!= 720; 7!= 5040 ; S!= 40320; 9! = 362880. 


Wenn die fünf Buchstaben a, , a,, a,, db, c zu permutieren 
sind, so erhält man zwar 5!= 120 Komplexe, aber je 
3!=6 von ihnen unterscheiden sich auf keine andere 
Weise als durch Permutation der drei « angehängten In- 
dizes 1, 2, 3. Wenn man also diese Indizes ganz fort- 
läßt, werden solche Komplexe ununterscheidbar. Hieraus 
geht hervor, daß die Permutation von a, , 4x, @,, b, c 3!mal 
so viel Komplexe liefert, als die Permutation von aaabe. 
Demnach entstehen durch Permutation von aaabe 


$ 1. Permutationen. 


5! 
3 
Komplexe. Wenn also allgemeiner » Dinge da sind, die zu 


permutieren sind, « von ihnen ununterscheidbar sind, so 
entstehen. durch Permutation nicht n!, sondern 


Web) 


— 20 


n! 
a! 


Komplexe. Wenn nun unter den n Dingen noch eine zweite 
Gruppe von ß Dingen sich befindet, die auch unter sich 
ununterscheidbar sind, so werden unter den entstehenden 
Komplexen je £! genau übereinstimmend, so daß man die 
soeben gefundene Zahl noch durch ß! zu dividieren hat, um 
die wirklich verschiedenen Komplexe allein zu erhalten. 
Wenn also, ganz allgemein, die n Dinge zerfallen in eine 
Gruppe von «& unter sich gleichen, eine Gruppe von ß unter 
sich gleichen usw., so db n=a+ß-+y-+ ... ist, so 
erhält man durch Permutation so viel Komplexe, 
wie die Zahl 
+Pß+Yy+6...)! 
KDIWRdL en. 


angibt. Diese Formel ist auch dann anwendbar, wenn 
etwa einer der griechischen Buchstaben den Wert 1 hat, 
d.h. eins der zu permutierenden Dinge nur einmal vor- 
kommt. Beispiele zu dieser Hauptformel sind: 





1) Die Buchstaben aaabbc ergeben 


6! 
75171 —= 60 Komplexe. 
2) Die Buchstaben aaaabbb ergeben 
= 35 Komplexe. 
3) Die Buchstaben aabbecdd ergeben 
g! 
51919191 — 2520 Komplexe. 


Die bei aaabbc entstehenden 60 Komplexe lauten in 
lexikographischer Anordnung: 


Li” 
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aaabbcelabbcaalbacaba| 
aaabeb)iabeagaab baren 
swsaauacbb\iabcabaıhDb aaa 
aababcelabchbhaa bb an EEE 
aabacedb | acaabb bb acıan 
aabbac\acababıbh omg 
aabbca acabba ib enaııe 
aabeabiacbaebi bonn ann 
aobcba)Jacbabalbeahıun 
aacabbiachbbaa  bebaaıa 
aacbabibaaabce | ce wanın 
Iaacbbaibaaacbı| caaban 
abdbaabe baabac|ı ca mas 
aedbaaucb dboaoabeaicuapasıd 
ababacı baacab | ca oanın 
ababca baacbalcabbaa 
abacab|)babaacı cbaaam 
KR ICHLIN. babaca| cbaaba 
‚abbaac babcaaı cba ba 
\abbaca|bacaabjcbbaaau 


Die oben entwickelte allgemeine Formel dient auch 
dazu, zu bestimmen, der wievielte ein gegebener Komplex 
bei lexikographischer Anordnung ist. Wenn z. B. bestimmt 
werden soll, der wievielte Komplex in dem obigen Beispiele 
bacaba ist, überlegt man, daß erstens alle mit a an- 
fangenden Komplexe vorangehen, daß zweitens zwar nicht 
alle mit b anfangenden Komplexe, wohl aber alle mit baa 
und mit bab anfangenden Komplexe vorangehen, und daß 
drittens von den mit bac anfangenden Komplexen nur der 
Komplex bacaab vorangeht. Nun gibt es aber so viel 
mit a anfangende Komplexe, wie die übrigen Buchstaben 


ferner be- 
ginnen mit baa so viel Komplexe, wie es Komplexe gibt, 
die durch Permutation von abe entstehen, mit bab so viel, 
wie durch Permutation von aac entstehen. Hiernach ge- 
staltet sich die Berechnung übersichtlich folgendermaßen: 


aabbc sich permutieren lassen, also 


$1. Permutationen. 5 


al 
oo 
baa=3!= 6 
3! 
(bacaa) = 1 
(bacaba) = I 
4 


bacaba ist also der Alste lexikographische Komplex. 
Wie umgekehrt aus der Nummer des Komplexes bei 
lexikographischer Anordnung der Komplex selbst gefunden 
werden kann, zeigt folgendes Beispiel. 
Es soll der 2311te lexikographische Komplex der Buch- 
staben e, h, i, !, !, m, w bestimmt werden. 


2311 

(e) = 360 
1951 

(h) —. 360 
1591 

(?) = 30) 
1231 

() =urT20 
511 

(m) = 360 
151 

(we) Ze HU 
u 

(w h) alt 
3, 

(wie) ee nr, 
19 

(wih) — Mm La 
7 

(wile) == 6 
1 

(welheim)= 1 


6 I. Kombinatorik. 


Der 2311te lexikographische Komplex ist also 
„wilhelm“*). 


Übungen. 


1) Permutiere die Buchstaben-Gruppe aabcd. 

2) Wie heißen bei den Permutationen von abedef 
die sämtlichen mit a«f beginnenden Komplexe in lexiko- 
graphischer Reihenfolge ? 

3) Wieviel Komplexe gibt es bei 7 Dingen ? 

4) Wie groß ist P(n): Pin — 3)? 

5) Wievielmal so groß ist P(20) als P(19)? 

6) Permutiere die Buchstaben-Gruppe aaaabb. 

7) Wie heißen bei den Permutationen von aabbbece 
die sämtlichen mit abc beginnenden Komplexe in lexiko- 
graphischer Reihenfolge? 

8) Wieviel sechsziffrige Zahlen enthalten jede der drei 
Ziffern 1, 2, 3 je zweimal? 

9) Auf 'wievielfache Weise kann man drei weiße, vier 
schwarze und einen roten Stein gruppieren? 

10) Wieviel Komplexe entstehen durch Permutation 
der Buchstaben des Wortes „hottentotte“? 

11) Der wievielte lexikographische Komplex ist „esel“? 

12) Der wievielte lexikographische Komplex ist 
„ananas‘? 

13) Wie heißt der 7157ste lexikographische Komplex 
der acht Buchstaben a, b, ec, i, k,m, r, s? 

14) Wie heißt der 167ste lexikographische Komplex 
der acht Buchstaben auentttt? 

15) Berechne logarithmisch die Ziffer-Anzahl derjenigen 
Zahl, welche angibt, wieviel verschiedene Rang-Ordnungen 
in einer Klasse von 30 Schülern möglich sind. 


*) Zwei Buchstabenkomplexe, welche sich nur durch Per- 
mutation der in ihnen auftretenden Buchstaben voneinander 
unterscheiden und zugleich beide einen Sinn haben, nennt man 
ein Anagramm, z.B. „amor“ und „roma“, „heidelberg“ und 
„geld herbei“. 1804 permutierte man in Paris „revolution fran- 
caise“ in „un corse vote la finira“, und 1814 dieses wieder in 
„la france veut son roii“, wo das Doppel-i für y steht. 





$2. Variationen. 7 


s$s2. Variationen. 


I Pl) 


I) Von) = nr. 


n Dinge zur »-ten Klasse ohne Wiederholung 
variieren, heißt, je » unter den » Dingen auf alle 
mögliche Weise und in allen möglichen Anord- 
nungen zusammenstellen, aber so, daß in einem 
Komplexe kein Ding öfter als einmal vorkommen 
darf. Wie bei den Permutationen, ist es zweckmäßig, die 
zu variierenden Dinge mit Buchstaben zu bezeichnen und 
die Reihenfolge der Komplexe lexikographisch zu gestalten, 
wie das folgende Beispiel zeigt, das in einer solchen Reihen- 
folge alle Komplexe zeigt, die durch Variation der fünf 
Buchstaben a, b, c, d, e zur dritten Klasse entstehen: 








Bee badaeicdaldbe ead| 
Ararer Dean era a bein eihia 
warhacıhbectede| dca Be 
ed adaıbedicea|\dceb ebd 
era eneabı eb |'dee a 
bcalcad, ced,dea|ecb 
Beneadı age dab de biire.c.d 
Brarbeeı chalidacı de.e\eda 
rd an ebäandadaeılodbı\edh 
aeb bdc|cbe|dba|eac|ede 





Die Anzahl der durch Variation von » Dingen zur 
p-ten Klasse entstehenden Komplexe bezeichnet man mit 
V,(n). Um zunächst Y;(n) durch » auszudrücken, beachte 
man, daß auf das erste Ding «a alle andern folgen können, 
nur nicht a selbst. Also fangen mit a n — 1 Komplexe an. 
Auf b können alle andern Buchstaben folgen, nur nicht b 
selbst. Also fangen auch mit b n — 1 Komplexe an usw. 
Demnach erhalten wir für die Gesamtzahl aller Komplexe 
eine Summe von rn Summanden, deren jeder n—1 heißt. 
Demgemäß ist V,(n)=n(n—1). Z.B.: V,5)=5-4=20. 
Um V,(n) durch n auszudrücken, hat man zu beachten, daß 


8 I. Kombinatorik. 


mit « so viel Komplexe beginnen, wie es Komplexe aus den 
übrigen Buchstaben, außer a, zur zweiten Klasse gibt. 
Deshalb fangen mit a so viel Komplexe an, wie sich aus 
V,(n)=n(n— 1) ergibt, wenn man n—1 statt m setzt, 
das ist aber (n — 1)(n — 2). Ebensoviel Komplexe müssen 
mit b anfangen usw. Also ist V,(n) gleich einer Summe 
von n Summanden, deren jeder (a — 1)(n — 2) heißt. Dem- 
gemäß ergibt sich V%,(n)=n(n—1)(r —2). Genau so 
kann man weiter schließen und erhält dadurch V,(n) 
—= n(n - 1)(n —2)(n — 3). Hieraus ist aber das allgemeine 
Gesetz erkennbar, wonach V,(n) gleich dem Produkte aller 
natürlichen Zahlen von » bis 1 ist, ausgenommen aber die 
ersten n— p Zahlen von 1 bis » — p. Wir können dieses 
Resultat so schreiben: 


vn =nn - nr —-— 2) —3)...n—=-p+3, 


oder auch, mit Benutzung des in $ 1 eingeführten Fakultät- 
zeichens: 


Ye ag 


! 
7.,B3 VAT T 0 DR Big: 9) 9. 


Man bemerke, daß das Permutieren ($ 1) ein besonderer 
Fall des Variierens ist, der sich ergibt, wenn man die 
Klassen-Zahl » gleich der Anzahl » der zu variierenden 
Dinge setzt. 


n Dinge zur p-ten Klasse mit Wiederholung 
variieren, heißt, je » unter den » Dingen auf alle 
mögliche Weise und in allen möglichen Anordnungen 
zusammenstellen, und zwar so, daß in einem Kom- 
plex ein und dasselbe Ding beliebig oft, also 1- bis 
p-mal, vorkommen darf. Die lexikographische Reihen- 
folge der Komplexe, die durch Variation der vier Buch- 
staben a, d,c,d zur dritten Klasse mit Wiederholung ent- 
stehen, lautet folgendermaßen: 


$ 2. Variationen. 9 








Banacalıbaaibealcau|iccaldaaldca 
Bachbibab beb/cab ccbidab\ideb 
Beraceibac beeleac\icce|ldacıideec 
aecaibadadıbed cadiecd dadıidced 
abaiada bbaldda cbalcedaıdbaldda 
abb adb|bbb bdabicbbicedb dbb dab 
meoadeıbbe ibdeicbeladeidbeidde 
abda add bbd bddcbd edd|dbd| ddd 





Die Anzahl der durch Variation von » Dingen zur 
p-ten Klasse mit Wiederholung entstehenden Komplexe be- 
zeichnet man mit V}(n). Um zunächst V}%(n) zu bestimmen, 
beachte man, daß auf a jeder der n Buchstaben, auch a 
selbst, folgen darf. Also ist die Anzahl der mit a be- 
ginnenden Komplexe gleich n. Dasselbe gilt für die mit b 
beginnenden Komplexe, usw. Folglich ist V} (n) gleich einer 
Summe von n Summanden, von denen jeder n heißt, also 
gleich n?®. Um V%(n) durch %» auszudrücken, hat man zu 
beachten, daß mit a so viel Komplexe beginnen, wie es Kom- 
plexe aus allen » Buchstaben zweiter Klasse gibt, also n?. 
Ebensoviel müssen mit b, mit c usw. beginnen. Demnach 
ist V%(n) gleich einer Summe von » Summanden, deren 
jeder n? heißt, also gleich n?. In derselben Weise fort- 
fahrend, erkennt man, daß allgemein 


| nn=n 
ist. Z.B.: Ve(4) = 43 = 64; Vr(6) = 64 = 1296. 





Übungen. 


1) Variiere ohne Wiederholung zur vierten Klasse die 
Buchstaben a,b,c,d,e. 

2) Variiere ohne Wiederholung zur zweiten Klasse: 
As, König, Dame, Bube. 

3) Wie groß ist die Anzahl der durch Variation der 
vier Farben schwarz, weiß, rot, blau zur dritten Klasse ohne 
Wiederholung entstehenden Trikoloren? 

4) Wieviel dreiziffrige Zahlen gibt es, die nur die 
Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 und jede dieser Ziffern nur einmal 
enthalten? | 
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5) Variiere mit Wiederholung zur dritten Klasse die 
Zahlen 1,253. 

6) Wieviel Würfe sind mit drei Würfeln möglich, wenn 
auch solche Würfe als verschieden gelten, die sich nur 
dadurch unterscheiden, daß eine bestimmte Zahl bei dem 
ersten, zweiten oder dritten Würfel oben erscheint? 

7) Wieviel Komplexe fünfter Klasse entstehen durch 
Variation der Wörter „Punkt“ und „Strich“? (Morses 
Schreibtelegraph.) 

8) Jemand wirft mit vier Münzen, einem Zweimark- 
Stück, einem Einmark-Stück, einem Fünfzigpfennig-Stück 
und einem Zehnpfennig-Stück. Wieviel Möglichkeiten gibt 
es für die vier Münzen in Rücksicht darauf, ob Schrift oder 
Adler nach oben fällt? 

9) Bei wieviel Dingen gibt es zur zweiten Klasse 72 
durch Variationen ohne Wiederholung entstehende Kom- 
plexe? 

10) Zur wievielten Klasse muß man vier Dinge mit 
Wiederholung variieren, damit 4096 Komplexe entstehen? 

11) Bei wieviel Dingen gibt es acht Drittel mal so viel 
Variationen dritter Klasse mit Wiederholung als dritter 
Klasse ohne Wiederholung? 
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| n! 





N — 1)! 
D) Re) - MD. 

n Dinge zur p-ten Klasse ohne Wiederholung 
kombinieren, heißt, je »p unter den n Dingen auf 
alle mögliche Weise zusammenstellen, aber so, 
dab nie zwei Komplexe erscheinen, die sich nur 
durch Permutation unterscheiden, und daß in 
einem Komplex jedes von den » Dingen immer nur 
einmal vorkommt. Hiernach kann, wenn die Dinge wieder 
durch Buchstaben bezeichnet werden, in jedem Komplex die 
alphabetische Reihenfolge genau festgehalten werden, so dab 
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einem Buchstaben niemals ein Buchstabe folgt, der ihm 
im Alphabet vorangeht. Denn ein Komplex, in dem dies 
aufträte, würde durch Vertauschung dieser Buchstaben in 
einen Komplex übergehen, der bei lexikographischer An- 
ordnung der Komplexe voranstände. Also würde ein solcher 
Komplex sich von einem andern nur durch Permutation 
des auftretenden Buchstaben unterscheiden, was nach der 
Definition unstatthaft ist. Die lexikographische Anordnung 
der bei den sechs Buchstaben «a,b, c,d,e,f durch Kom- 
bination vierter Klasse ohne Wiederholung auftretenden 
Komplexe lautet folgendermaßen: 





Dabedaıabernı\ bic.de 
Baba taicae bb c.dr 
Bomorıncoaiıbee, 
Braea sei, bie 
aba \aderf.ckwef. 








Die Anzahl der durch Kombination von » Dingen zur 
p-ten Klasse ohne Wiederholung entstehendem Komplexe be- 
zeichnet man mit K,(n). Da nach der obigen Definition 
Variationen permutierte Kombinationen sind, so ist jeder 
Komplex, der bei den Kombinationen nur einmal zu rechnen 
ist, bei den Variationen so oft gerechnet, wie die Zahl der 
durch Permutation entstehenden Komplexe bei » Dingen an- 
gibt. Dies ist aber p!. Demnach ist: 


K,'n)=V,(n):p!, 








also 

nn —- 1)n —2).. mare n! 
aut: OBER = yim-pi 
2uB.: 

5.4-3 8-7:.6-.5-4 
86)- 7553-10 Kö ons. 


Für diese in der Mathematik sehr häufig auftretenden 
Kombinationszahlen X,(r) führen wir die abgekürzte Be- 
zeichnung 


N, 


(gelesen: „n tief p“ oder „» über »“ oder ,„n je p“) ein. 
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Es ist also n, eine Abkürzung für 


nn —- 1m — 2)... mn —p-+]NI1) 
hi 14 27 9ER DI 


Die Zahlen », soll Kombinationszahlen heißen, und 
zwar nennt man n die Basis, p den Index der Kombinations- 
zahl »,. [Eigenschaften dieser Zahlen folgen in $ 4.] Bei- 
spielsweise haben die Kombinationszahlen der Basis zehn‘ 
folgende Werte: 


10, =10; 10,=45; 10, = 120; 10,2 210. 10m 002: 
10, — 210; 10, = 120; 10, = 45; 1, — 10; 10, —1. 





n Dinge zur »-ten Klasse mit Wiederholung 
kombinieren, heißt, je p unter den n Dingen auf 
alle mögliche Weise zusammenstellen und zwar 
so, daß nie zwei Komplexe erscheinen, die 
sich nur durch Permutation unterscheiden, daß 
aber in einem Komplex ein und dasselbe Ding 
beliebig oft, also O- bis p-mal, erscheinen darf. 
In lexikographischer Reihenfolge lauten die Komplexe, 
die durch Kombination der fünf Buchstaben a,b,c,d,e 
zur dritten Klasse mit Wiederholung entstehen, folgender- 
maßen: 








aaalabdluee | bean 
aobiabei\bbb |'bDIA dazzEEEE 
vwac)|aceı\bbe bb d 2 rerz 
aad| ac'dı\'bıb.d Ib een 
aae\ac et 6.26 | Locschı rare 
h\abb laddı be oT co Armee 
abelade)\ be a chere.  eREe 


Wenn man in diesem Beispiel bei jedem Komplex den 
ersten Buchstaben unverändert läßt, statt des zweiten den 
im Alphabet folgenden setzt und statt des dritten Buch- 
stabens den im Alphabet nächstnächsten setzt, so kann in 
keinem Komplex ein und derselbe Buchstabe mehr als ein- 
mal auftreten, und man erhält also die sämtlichen Komplexe, 
die durch Kombination der Buchstaben a,b, c,d,e,f,g 
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zur dritten Klasse ohne Wiederholungen entstehen, also 
(5+ 2); =7,=35 Komplexe. Da man jede Reihe von 
Komplexen mit Wiederholung auf solche Weise in eine 
Reihe von Komplexen ohne Wiederholung umwandeln kann, 
so läßt sich die Anzahl der durch Kombinationen mit 
Wiederholung entstehenden Kombinationen als eine Kom- 
binationszahl », erkennen. Wenn nämlich K/(n) die Anzahl 
der Komplexe bezeichnet, die bei » Dingen durch Kom- 
bination zur »-ten Klasse mit Wiederholung entstehen, so 
kann man allgemein: 


" Km)=-Kn+r-1)=(n+p-—]1), 


setzen, wie man durch Verallgemeinerung des obenerwähnten 
Verfahrens der Buchstaben-Ersetzung erkennt. Z.B.: 


Kr(9)=10,=45; Kr(6)= 9, —126; Krü)= 9, = 3. 


Übungen. 


1) Kombiniere ohne Wiederholung die sieben Zahlen 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 zur dritten Klasse. 

2) Wieviel Komplexe entstehen durch Kombinieren von 
8 Dingen zu je 4 ohne Wiederholung? 

3) Wieviel gerade Verbindungslinien je zweier Punkte 
gibt es bei 12 Punkten? 


4) Wieviel Verbindungsebenen je dreier Punkte gibt 
es bei 12 Punkten im Raume? 

5) Auf wieviel Arten lassen sich 8 Karten so verteilen, 
daß jede von zwei Personen vier erhält? 

6) Auf wieviel Arten lassen sich 9 Karten so verteilen, 
daß jede von drei Personen drei erhält? 

7) Beim Skatspiel bekommt von 32 Karten jeder der 
drei Mitspieler 10 Karten, während 2 Karten beiseitegelegt 
werden. Wieviel Verteilungsarten gibt es? 

8) Beim Whistspiel bekommt von 52 Karten jeder 
der vier Mitspieler 13 Karten. Wieviel Verteilungsarten 
gibt es? 
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9) Wenn » eine Kombinationszahl mit dem Index zwei 
ist, so muß 8p +1 eine Quadratzahl sein. Warum? 


10) Berechne: 12, -8,-4,. 


11) Kombiniere mit Wiederholung zur vierten Klasse 
die Buchstaben « und b. 


12) Kombiniere mit Wiederholung zur dritten Klasse 
die vier Zahlen 1, 2, 3, 4. 

13) Wie groß ist die Anzahl der durch Kombination 
von 7 Dingen zur vierten Klasse mit Wiederholung ent- 
stehenden Komplexe? 

14) Die Buchstaben a,b,c,d,e sind zur siebenten 
Klasse mit Wiederholung lexikographisch zu kombinieren. 
Wieviel Komplexe beginnen mit abc? 


15) Wieviel in vier gleiche oder verschiedene Prim- 
faktoren zerlegbare Zahlen lassen sich aus den Primzahlen 
2, 3, 5, 7, 11 zusammensetzen? 

16) Bei wieviel Dingen gibt es 2?/, mal so viel Kom- 
plexe, wenn zur dritten Klasse mit Wiederholung kom- 
biniert wird, als wenn zur dritten Klasse ohne Wiederholung 
kombiniert wird? 

17) Wenn man bei dem obigen Beispiel für Kom- 
binationen mit Wiederholung zu jedem Komplex der Reihe 
nach hinschreibt, wie oft darin a, wie oft b usw. bis wie 
oft e vorkommt, so erhält man alle möglichen Zerlegungen 
der Zahl 3 in fünf Summanden, die auch Null sein können. 
Es gibt also (5 +3 — 1), Arten der Zerlegung der Zahl 3 
in fünf Summanden. Beweise, daß allgemein die Tiefzahl 
(s +2 — 1), ausdrückt, auf wievielfache Weise die Zahl s 
als Summe von 2 Summanden dargestellt werden kann, die 
auch Null sein können. 

18) Wieviel Zahlen mit höchstens vier Ziffern gibt es, 
welche die Quersumme 7 haben? (Nr. 17.) 

19) Welche Kombinationszahl gibt an, auf wievielfache 
Weise sich b Dinge in c Fächer stellen lassen, wenn an- 
genommen wird, daß jedes Fach auch leer bleiben darf? 
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$ 4. Eigenschaften der Kombinationszahlen. 
Nu; 
ID) ,+%,ı=(n-+ Dr; 


I) mn + m +Ddm + m +2)m +... +(m-+ pP) 
Sr (m +p 4 Ym%ı ; 


1 
ee pe a 
V) ee 
vn) ER ee edit 


VO) @+5),=-%,+%-ı, 4, 49-2. -+... 4b; 
vVID) +, +%+...+%=(a— 1) + 2!(a — 2) -ı 
+22(a — 3)-a +... 2°. 


Die Formel I) folgt daraus, daß, nach der Definitions- 
formel der Kombinationszahlen, 
n! 
erstens N, = p!(n —p)! P 
n! n! 
Din nt nn! 


ist. Da die rechten Seiten dieser beiden Gleichungen iden- 
tisch sind, müssen es auch die linken sein. Z. B.: 


5, ex: 845 $) 100 357 105; }) 20 Se 20, om 190. 
Die Formel II) wird bewiesen, indem man die beiden 


folgenden, aus der Definition der Kombinationszahlen hervor- 
gehenden Gleichungen addiert: 


zweitens N,_, = 


n! 
p!n —p)! 


a 


N Ze 


und 
n! 


(Dr Dia 


Um auf gleichen Nenner zu kommen, hat man den Bruch 
auf der rechten Seite der ersten Gleichung mit 9-+1 und 


Np+ er 
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den Bruch auf der rechten Seite der zweiten Gleichung mit 
n—p zu erweitern. Dadurch erhält man den gemeinsamen 
Nenner (p + 1)!(r — p)!, während die Addition der Zähler 
ergibt: 
n!(p-+1)+n!m—p) 
= n!p+1+n-p en! +d)=-n-+N!. 

Deshalb erhält man: 

(n +1)! 
D+ DM pm! 


Die rechte Seite ist aber, der Definition gemäß, die 
Kombinationszahl (rn -+- 1),+1, womit die Formel Il) bewiesen 
186 4. B% 


+, =8,; RR a KEyT 20, + 20, = 21,;. 


Um die Formel III) zu beweisen, wendet man die 
Formel II) wiederholt an. Von den folgenden » + 1 Gleichungen 
ist die erste richtig, weil ihre beiden Seiten den Wert 1 
haben; die darauffolgenden Gleichungen aber sind nach 
Formel II) richtig: 


N, 7 Ny+1 = 


Mm = (m + Daz+ı 
(m + 1)m + (m + Dar = (Mm + 2m+1 
(m + 2)m + (m + 2dm+ı = (mM + 3)m+1 


. a Er er I = (m +Pp+ Dm+ı- 
Bei der Addition dieser p + 1 Gleichungen hebt sich 


immer der zweite Summand der linken Seite einer Gleichung 
gegen die rechte Seite der vorangehenden Gleichung, so daß 
links die Summe aller Kombinationszahlen entsteht, deren 
Index m ist, und deren Basen die aufeinanderfolgenden 
natürlichen Zahlen von m bis m + p sind, während auf der 
rechten Seite einzig und allein‘die letzte Kombinationszahl 
(m -+P + 1m+ı stehen bleibt. Wir erhalten also 


Mm + (m + 1) + (m + 2)m + ... + (m + P)m 
— (m +2+ Dmt1> 
womit Formel III) bewiesen ist. Z.B.: 
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1) 3; +4,45 +6, +5, =8,; denn: 
1 +4 +10+20+35=70. 
2) 5 +6, +7,+8,=%9% , denn: 
1 +6 +21+56=84. 


Die Formel IV) erhält man aus III), wenn man m =1 
setzt und beachtet, daß v, =» ist. Man erhält so: 


1 
Borat ar..to-gt1„- IE tD. 
2. B.: 

1+2+344+...+100= 101, — 40777 — 5050. 


Wenn man die aufeinanderfolgenden natürlichen Zahlen 
von 1 an durch Punkte darstellt, die in parallelen Zeilen 
stehen und in ihrer Gesamtheit ein gleichseitiges Dreieck 
bilden, so ist nach dem Obigen die Gesamtzahl aller Punkte 
eine Kombinationszahl mit dem Index 2. So verdeutlicht 
die folgende Figur, daß 1+2+3+4+5=6, = 15 ist: 


Wegen dieser Eigenschaft nennt man die Kombinations- 
zahlen mit dem Index 2 auch Dreieckszahlen. 

Wenn man sich statt der Punkte gleiche Kugeln denkt, die 
die unterste Schicht eines Kugelhaufens bilden, und auf diese 
Kugelschicht eine zweite gelegt, die wiederum die Form 
eines gleichseitigen Dreiecks hat, aber in jeder Seite eine 
Kugel weniger aufweist, dann auf diese zweite Schicht in 
derselben Weise eine dritte Schicht gelegt, und so fort- 
gefahren, bis in der obersten Schicht nur eine einzige Kugel 
zu liegen kommt, so erhält man nach Formel III) die Ge- 
samtzahl aller Kugeln als eine Kombinationszahl mit dem 
Index 3. Wenn nämlich in jeder Kante des entstehenden 
Tetraeders « Kugeln liegen, so sind in der untersten Schicht, 


Schubert, Niedere Analysis. 2. Aufl. 2 
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wie oben gezeigt ist, (a + 1), Kugeln, in der nächstfolgenden 
Schicht also «a,, in der dritten von unten (a — 1), und so 
‘ fort bis zur obersten Schicht, in der nur 2,, also eine Kugel 
liegt. Nach Formel III) ist aber: 


2, +3,44, 45, Til (ac He 


Man nennt deshalb die Kombinationszahlen mit dem 
Index 3 auch Tetraedralzahlen. Wenn z. B. bei einem 
solchen Kugeltetraeder in jeder Kante sechs Kugeln liegen, 
so ist 

8-7-.6 
123 


die Gesamtzahl aller Kugeln. (Vgl. $ 7, IV.) 


Um die Formel V) zu beweisen, gehen wir aus von 


PR So LERNEN 
Palze D Tag 2 (p P) », 
woraus folgt: 
P=2p TPp=2PpHtP- 


In diese Formel setzen wir nacheinander p gleich 
2, 3, 4, 5 usw. bis qg ein, wodurch wir 9 — 1 Gleichungen 
erhalten, der wir als g-te die Identität 1? = 1, voraussetzen, 
so daß wir die folgenden q Gleichungen erhalten: 


au! 
ala. Dar 
3-2 It 3, 


42 Da Ale 


AR Ren DER 
Durch Addition dieser q Gleichungen erhält man, daß 


die Summe aller Quadratzahlen von 1? bis q? gleich der 
folgenden Summe ist: 


22 Is t4Ht...- WG) til, +2, 4 3 Se 


Die erste Klammer ergibt aber nach Formel III) 
(7 +1), und die zweite ergibt (7 + 1),. Wir erhalten also: 
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u a a an ER Be el 9 an all de 
Bar l)-0@-1) Qrd:d 
6 Do 


_a@+D@2e+D 


Ragr+]) 


womit die Formel V) bewiesen ist. Z. B.: 
a. 4 U y.2am, 
2) + 224 3° +... 100: 

= 50-101 261 -= 338300. 


In ähnlicher Weise kann man Formel VI) beweisen. 
Man geht aus von: 





B-l)ip 2 
ee Mi 





woraus folgt: 
62, =p? — 3p?+2p 
PP=69 +3p’— 2p. 


Für p2 wurde aber oben erhalten: 29, +p,. Setzt 
man dies ein, so erhält man: 


=6p%+6m + 3P — 29 


oder: 


oder: 
P=6% 6m +P- 

In diese Formel setzen wir nacheinander 9 = 3, 4, 5, 6 
usw. bis qg ein, wodurch wir g— 2 Gleichungen erhalten, 
denen wir die beiden Identitäten 13=1, und ?=6-3,-+ 2, 
voranschicken, so daß wir die folgenden g Gleichungen 
erhalten: 

1°? = 1, ’ 
Age 6%, +2, 
3=6.3,+6.3,;, +3; 
2=6.4,+6-%, +4, 


VE +6. +#q.- 


20 I. Kombinatorik. 


Durch Addition dieser g Gleichungen erhält man links 
die Summe aller Kubikzahlen von 13 bis g?, rechts aber 
die Summe: 


6g+1,+6@+M+@+1) 
sa rNate 71 7 2), SGErD AUS 





24 6 2 
_arda@=37r2%, ar DW 
4 4 4 


1 
IF. _39+2+49-442] 





1 2 1)2 
a een 
womit die Formel VI) bewiesen ist. Z. B.: 


: 278 
+2 434045404. 


Man bemerke, daß die Summe aller Kubikzahlen von 
13 bis g9? das Quadrat der Summe 1 bis qg ihrer Basen ist, 
oder, was dasselbe ist: 

12 298 1331). 22/1127 Seren 

In derselben Weise, wie oben die Summe der Quadrate 
und die Summe der Kuben der aufeinanderfolgenden natür- 
lichen Zahlen in ihrer Abhängigkeit von der Basis q der höchsten 
Potenz gefunden wurde, kann man auch die Summe der 
vierten Potenzen von 1? bis g* und die Summe noch höherer 
Potenzen durch die Basis g der höchsten Potenz ausdrücken. 


Durch die Formel III) dieses Paragraphen kann man auch 
sehr leicht die Formel II) des $3 beweisen, d.h. die Anzahl der 
durch Kombination von » Dingen zu je » mit Wiederholung 
entstehenden Komplexe ableiten. Wenn nämlich a,b,c,d,... 
usw. die » Dinge sind, und p zunächst 2 ist, so können 
auf a alle » Buchstahen folgen, a selbst nicht ausgeschlossen. 
Auf 5 können folgen alle Buchstaben, nur nicht a, auf c 
alle Buchstaben, nur nicht « und b. Also erhalten wir für 
die gesuchte Zahl die Summe: 


4m. 1) a2) Ver 
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dhi: 

rn +nR—1, +m—-2, +.:- +1, 
also: 

Kz(n)=(n-+ 1), oder _— 


Wenn ferner p=3 ist, so fangen so viel Komplexe mit « 
an, wie sich alle » Buchstaben zur zweiten Klasse mit 
Wiederholung kombinieren lassen, also, wie soeben gezeigt 
ist, (a -+1),. Mit b fangen so viel Komplexe an, wie sich 
alle Buchstaben, außer a, mit Wiederholung kombinieren 
lassen, usw. Demnach ist: 


KBn)=-kr+1l,+%,; +n-1,+...%=(n+ 2) 
na +-1)m + 2) 
2 122073 


In derselben Weise erhalten wir für 9 = 4 die Summe: 


r +2, tr +1, tn +Rr— Ds -+:.:.. +3, 


und, da diese Summe nach Formel III) gleich (n + 3), ist, 
so ergibt sich: 
PS RER _ nn +)R+2)n +3) 
Kin=(n+3), = VER EST4 B) 
also allgemein: 


1 7 a ee 
Een m+p—_1,- a, 





Nach der Definition der Kombinationszahlen hat », nur 
Sinn, wenn p eine positive ganze Zahl ist, die nicht größer 
ist als die positive ganze Zahl n. Die oben abgeleitete 
Formel II) ermöglicht es jedoch, dem Zeichen 


N, 
auch dann Sinn zu erteilen, wenn p> nr ist. Aus II) folgt 
nämlich für 9=n, daß man, wenn man mit ”„;. rechnen 
will, wie mit gewöhnlichen Kombinationszahlen, n,;ı gleich 
Null zu setzen hat. Denn es kommt: 


MN + lan - m —=1i—-1=0. 


22 I. Kombinatorik. 


Hiernach ist auch (r + 1.412 = 0, nr + 2)uxs = 0 usw. 
Setzt man nun weiter in ID) p=r-+1, so erhält man: 
Nn+2 = (n - 1433 NT 0 Eorr 0) =0. 
So kann man weiter schließen und erkennen, daß auch 
Ya+3 = 0 ist usw. Das Zeichen 
N, 
ist also immer gleich Null zu setzen, wenn p>n ist. Z.B.: 
4.=N, el), L=V, 


Durch Formel I) läßt sich dann auch erkennen, was 
man unter n, zu verstehen hat, wenn » Null oder negativ 
ist. Denn für 9 = 0 folgt aus D): 


nW=Em=]1. 
Wenn man ferner 9 = —q setzt, erhält man: 


N-g = Na+g ’ 


und für n„+, ist, wie soeben erkannt ist, Null zu setzen. 
Also muß man auch für », Null setzen, sobald » negativ 
ist, wenn man mit solchen Zeichen rechnen zu können 
wünscht, wie mit gewöhnlichen Kombinationszahlen. Z. B.: 


8, = 0, , 04H 0, 7 5 RR 


Die eben bewerkstelligte Ausdehnung des Begriffs von 
N, auf Pp=0 und auf negative p führt uns auch zu einer 
Ausdehnung von n! auf n=0 und negative n. Denn es 
ist nach der Definitionsformel der Kombinationszahlen: 


n! 
plan)! 
Setzt man hier nun 9=n, so erhält man: 
n! 1 
TR LOWRONR 


Also ist O! gleich 1 zu setzen. Setzt man ferner » 
gleich der negativen Zahl —v, so erhält man: 


n! 


I ya Foi‘ 
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Da n! und (R + v)! von Null verschieden sind, so folgt 
hieraus, daß 1 


(—v)! 


= 0 





zu setzen ist. 


Wenn man (a + b) Dinge, von denen a von der Art A, 
b von der Art B sind, zur p-ten Klasse kombinieren soll, so 
kann man erst p Dinge von der Art A, zweitens p — 1 Dinge 
von der Art A mit einem von der Art B zusammenstellen, 
drittens dann p — 2 Dinge von der Art A mit zweien von 
der Art B usw., bis schließlich p Dinge von der Art B 
zusammengestellt sind. Hiernach muß die Formel VII) der 
Überschrift richtig sein, nämlich: 

ee +)\,=,+%-ı,d, +%-2.% +%-, + .:..+b. 
ei: 
4 +5, =-45+%.5,+4 545; 
=4+6-5+4-10 +10 = 84. 

Die oben bewerkstelligte Ausdehnung des Zeichens n, 
auf die Fälle, wo p nicht kleiner als » ist, läßt die Richtig- 
keit der Formel VII) auch in dem Falle erkennen, wo a 
oder b kleiner als » sind. ZB. 

Ban Ay 506459, des, 55 

+4, .5, +4. +4 °5 
=0+0+0+1-:.10+4-5+6-1+0+0 
— 26. 

Es ist also (a + b), gleich der Summe aller möglichen 
Produkte von der Form a,-d,_;, wo für ® nacheinander die 
Zahlen von O bis p zu setzen sind. Wegen der Ausdehnung 
von n, auf negative » darf man auch für © jede Reihe von 
aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen setzen, deren kleinste 
kleiner als Null und deren größte größer als p ist. Z. B.: 

En LE En a a Bit RL? U u 5 RALF EEE 
+3, 4, +3 .%+3 7-14 3 '7_2 
=0+1-21+3-35+3-35+1-21 
+0+0+0+0 
= 202 
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Eine neue Beziehung zwischen Binomialkoeffizienten, von 
der wir in & 9 Gebrauch machen werden, ist die folgende: 


Tut t% +::-+% 
== (a Bee 1) + 21a az 2)-ı + 22(a jr 3)b-2 4...4+ 2a —b—1), . 
Um diese Relation zu beweisen, bezeichnen wir die Summe 
ot t%t...+% 


mit f(a, db) und zerlegen jedes Glied dieser Summe nach 
Formel II) in zwei Summanden. So erhalten wir: 


fa,d)-[@- I) +@-I-ı+...+@—-1)] 
+[@— 1)-ı +@ —- 1-2 + IR 
Die zweite eckige Klammer ist nun gleich fa — 1,5 — 1) 
zu setzen und die erste eckige Klammer enthält die Summe 
von (a — 1), und von fa —1,5b—1). Also gilt allgemein: 
fa,)=(a—-1,+2-fa—-1,5d-1). 
‚ Vermittels dieser Beziehung erhalten wir das folgende 
System von Rekursionsgleichungen: 


f(a, b) - (a1, 022. ee 
2-f(a —1,b— 1) = 2!a — 2)-ı + 2?- fa — 2,b— 2) 

2?.f(a — 2,b — 2) = 2?(a — 3),-2 + 23. fa —3,b—3) 

22-1! fa —b+1,1)=2-!a —b, +2°.fa—b,0) 
22f(a—b,0) —- 2a —b—-1),+0. 

Summiert man diese d--1 Gleichungen, so hebt sich 
immer der zweite Summand rechts gegen die linke Seite 
der folgenden Gleichung, so daß nach der Summierung 
links bloß f(a, b) ‚herauskommt und rechts die rechte Seite 
der zu beweisenden Formel. Hierdurch ist also bewiesen, 
daß die folgende Relation richtig ist: 

ot +. +...+% 
—=(4— 1) + 2!la - 2) -ı +22?(a — 3-5 +. - 2a —b— 1)- 

Beispiele: 

1) +5 +5%+5; = 26, 
ebenso 

4, + 21.3, + 22.2, + 23.1, = 26; 
2) 9. +, + %+9%+ 9 + 9 = 382, 


$4. Eigenschaften der Kombinationszahlen. 25 


ebenso 
8, +21-.7,+22.6, + 23.5, + 24.4, + 25.3, 
—=56 +2-35 +4-20-+8:.10+16-4-+ 32-1 
— 56 + 70 +80 + 80 + 64 + 32 
— 38. | 


Übungen zu $ 4: 


1) Beweise, daß die auf Seite 77 von Band I dieser 
Sammlung zusammengestellten Koeffizienten der Entwicklung 
von (a4 + b)?, von («+ b)* und überhaupt von (4 -+ b)" dem 
durch Formel I) ausgesprochenen Gesetze der Kombinations- 
zahlen gehorchen. 


Welche Kombinationszahl ist gleich: 
2) 5 +7,53), +%; 411, +11,; 5) 99 +99? 


Drücke die folgenden Summen durch Kom- 
binationszahlen aus: 


6) 4, +5, +6, +75 8: +9 +10, +11, + 12,5; 
8) 10, +9, +8, +7, +6, + 55 5 
mau tra — B-ı rt... 4-4; 

10) 7,+8 +9 + 10, (Formel ID); 

11) a +e +1, + +2) + ..:-(a+b). 


Drücke jede der folgenden Summen als Differenz 
zweier Kombinationszahlen aus: 


12) 5, +7, +8; + 3%; 

13) 9 +1, +11, +13, +13,; 

14) m +a + 1m ta + 2mt...+ dm, wob>a ist; 
15) 10, +11, + 12, +13, (Formel D); 

16) Am 5 (a : ee “r (a un 2)m+2 2 aners (a Ur D)m+b . 
Summiere nach Formel IV) alle Zahlen: 

17) von 1 bis 20; 18) von 1 bis 100; 


19) von 1 bis 1000; 20) von 100 bis 999; 
21) von 1800 bis 1899; 22) welche vierziffrig sind. 


Summiere nach Formel V): 

23) ?+2?+...30%; 24) 1?+22+...992; 
25) 102 +11? +... + 992; 

26) © +(a +1)? +...5, wob>.a ist. 
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Summiere nach Formel V]): 

27) 13 +23 +...+12%; 28) 10°+11°+... 209; 

29) a +(a +1)? +...+b5b, wob>.a ist. 

30) Stelle die Summe der vierten Potenzen der natür- 
lichen Zahlen von 1 bis » abhängig von n dar. 

31) Summiere 15 +25 +35 + ...n. 


Berechne: 

32) 7 +7; 33) 105 +11 + 1235; 

34) 2_1+3-ı+4-1;5 35) 1-5 +25. 

36) Damit Formel III) auch für m = 0 richtig bleibt, 
muß 0, gleich welcher Zahl gesetzt werden? 


Entwickle nach Formel VI): 

37) +3; 38) 7+8,; 3) AN; 

40) 10 +3)0;5 41) (e-+d). 

42) Wie lautet die Formel VII) analoge Entwicklung 
von (@ +5b-+ 0)? 

Summiere nach Formel VII): 

43) , +8: 2174+7,-224+6,-23-+5,-2244,-254 3, 2° 
22 

44) , +8-214+7,.2246,-23+5,-.224+4,.254+ 3, 26 
1-48, 

45) 10,+9,:21-+8,-224+7,-234-6,-21+5,-25--4,-26; 

46) 5,-2?+6,-23+7,-.22+8,.2149,.20, 


Beweise die folgenden Relationen: 


47) G-+ 21(C ner 1),4 — ZaiR a 2),-2 +... 2, (€ gr b), 
= (c+1y ++ 1p-ı + le + 1.2... rem 

48) oT t% + ... +%=l(a— 1)-:-ı 
+ 21a — 2),--1+..7+2(a 5b —1)-:-1; 

49) (a — 1. + 2a — 2). + 2a —3).. +... + 2 ei.e, 
= TtlTt -- - Aa-c-15 

50) 2-2? MD -1.(c—b+H1),+...+21c—1)-ı+ &) 


+ [27° + 21.6414... le 1), +0]. 
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$S 5. Der binomische Lehrsatz. 
D)) A+z)1+%)(1+32)...(1+%) 
-=-1++% +% +...) FH: os t%%5 +: -n-1%) 
++ ..)F- muB ı-+t :---)+--- 
er... u); 


DO) d+@o"=1+n2+n 2 +, 0° +... mE; 





_ hin N PN n-1 ER n-2 h2 
II a+br=a ale ar-ib + RE 4 
n(n FE 1) (n ae 2) n-3 3 W 
es 


Wenn man (1-+x,) mit (1 + %,) multipliziert, so erhält 
man vier Glieder. Das erste von ihnen ist 1, das zweite 
und dritte sind x, und «,, das vierte ist x, -%,. Multipliziert 
man nun die erhaltene Summe mit (1 + x,), so tritt zu den 
soeben erhaltenen Gliedern noch hinzu: erstens &,, ferner 
% %, und 2%,%,, endlich x&,2,2,. Man erhält also: 


1+&% +%+%)+ (2% +%% + %%) + (8 % 8). 


Man sieht, daß in der ersten Klammer die Indizes 1,2, 3 
zur ersten Klasse ohne Wiederholung kombiniert ($ 3) sind, 
daß in der zweiten Klammer dieselben Indizes zur zweiten 
Klasse kombiniert sind usw. Wenn man nun nochmal 
multipliziert, und zwar mit (1 -++ &,), so treten zu der soeben 
erhaltenen Summe noch folgende Glieder hinzu: erstens x, , 
2,02, %%,, Orittens 22,7, , % % 04. Los TH; 
viertens 2, %,%,%,. Man erhält also: 


1+@ +%r%+%) 
+9 + +%% 4% 48%, +2 %,) 
+ (2% % + 2% 8,0, + % %,%ı + 82 05 Cu) + X 89%, % - 


So fortfahrend erkennt man, daß die in der Überschrift 
mit I) bezeichnete Formel richtig ist. 
Wenn man nun die » Buchstaben: 


Ly Kgy Kg, Hy» Any 
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die ganz beliebige Zahlen bedeuten dürfen, sämtlich gleich z 
setzt, so erhält man in der ersten Klammer eine Summe 
von so viel ©, wie es Kombinationen erster Klasse der n 
Indizes 1,2,3,...n gibt, in der zweiten Klammer eine 
Summe von so viel Gliedern z?, wie es Kombinationen zweiter 
Klasse der » Indizes 1, 2, 3,...n gibt, und überhaupt in 
der p-ten Klammer eine Summe von so viel Gliedern &?, wie 
es Kombinationen »-ter Klasse der Indizes gibt. Mit Be- 
nutzung der in $ 3 eingeführten, abkürzenden Bezeichnung 
für die Zahl der Kombinationen p-ter Klasse ohne Wieder- 
holung aus » Elementen erhalten wir also: 


1+"=1+nc2c+n Rd Hm 2054... . 
Beispiel: 


(142% =1+6,-2+4+6,-22+6,-.2346,.2416,.25.26,.26 
-1+46-24+15:44+20.8-415.16 20 Ber 
—=1-+12 +60 -+160 + 240 + 192 + 64 
pi) 


Um aus der soeben abgeleiteten Formel II) die 


b \ 
Formel III) zu gewinnen, setzen wir = — und multi- 
plizieren dann mit a”, . 


Dadurch erhalten wir: 
a+b= an atbtn,ar?b 4 ...n.D*. 
Wenn wir nun noch, gemäß $ 3, für jedes n, 


nn - 1)n —2)... m —p-+]1) 
1,2413. 2:09 we 


einsetzen, erhalten wir die Formel III) der Überschrift. Die 
von dieser Formel ausgesprochene Wahrheit nennt man 
den „binomischen Lehrsatz“. (Binom bedeutet Summe 
von zwei Gliedern) Dementsprechend nennt man die in 
Formel II) und III) auftretenden Koeffizienten „Binomial- 
koeffizienten“ Diese sind also genau dasselbe wie die 
in $ 3 und $ 4 behandelten Kombinationszahlen. 


Beispiele für die Anwendung des binomischen 
Lehrsatzes: 
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rl) (ne )tne() 


2 
1\* 1\? 
+5..2 (5) +5: (5) 
B 


1 1 
-32+5-.16-5+10-8., 410.42 
114081 
us aTenal3p 
LER 
3 872.39 
— 9734 


2 (2 -1)'= (VI -7,.42)° + 7,2)’ 7,-(Y2)* 
A: (Y2)’—-7,- (y2)’ +7.72 7, 
— 23.72 — 7.23 + 21.2272 — 35-22 
STR NE a 
— (8 +84 +70 +7) Y2— (56 +140 +42 +1) 
— 169 Y2 — 239; | 


3) Q@e— 3f) = (20 — 6, (20). Bf) + 6,-(2e)t-(3f)? 
—6,.(2ej?-(Bf)?+64-[2e)?- (Sf) 6;-(Ze)-(3f)?+6,-(37)° 
— 64 e6 — 576 ed f + 2160 ef? — 4320 ef} +4860 ee ft ” 
— 2916 ef? + 729 f®. 

Aus dem binomischen Lehrsatze ergibt sich, daß die 
Summe aller Binomialkoeffizienten, welche sich auf einen 
und denselben Exponenten beziehen, gleich derjenigen Potenz 
der Zahl Zwei ist, welche eben diesen Exponenten als Ex- 
ponenten hat. Wenn man nämlich in Formel IN) a=1 
und 5b=1 setzt, so erhält man: 


a —-1I1+nN + +N-+.:.4Mm 
2. B.: 
I) 2=-1+3, +, +3;+8,+3;+8%+8, +8 
—=1+8+28 +56 +70 +56 +28 +8-+1; 
2) 2-19, +; +; +, +; + tt + % 
—=1+9 +36 +84 + 126 +126 +84 +36+9-+1. 
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Übungen zu 85. 
Entwickle nach dem binomischen Lehrsatz: 


INES 2) (a +25); 3) 2c+3d%; 
4) (a —b)P; 5) ua —e)%; 6) (*a +23) ; 
4 6 
Ole ea 9) (a — 1)12; 
10) 2 +1’; m 3-2); 9) A—9; 
13) (-4+3:7B); 14) 19%; 15) 82 -iy3). 


Welche Zahl ist », damit die Entwicklung von 
(a+b)" das Produkt eines Zahlenkoeffizienten mit 
einem der folgenden Glieder ist: 

16) a2b°; 17) add; 18) ab ;" 19) aNBHETZIEEr 

Wie groß ist die Exponentensumme in jedem 
Gliede der Entwicklung von: 

21) (a —b)"; 22) 2a+35b%; 23) (« — 24y)10? 

Drücke in der Form n, den Koeffizienten aus, 
welcher in der Entwicklung von (« -+ b)* das folgende 
Produkt erhält: 

24) .a&b5,,. 25) a®b?, 26) au: Ber 

28) Was folgt aus der in $ 4 bewiesenen Formel 
N» = Ny-p für jede binomische Entwicklung? 

29) Beweise n,—= n„_, daraus, daß (a + 5)" = (b-+ a)* ist. 

Wie heißt das Glied, das in der Entwicklung 
von (a + b)* denselben Koeffizienten hat wie: 

30) 4a?.b1,4. 31), 0212 u 32) Do 

Welcher Potenz gehört ein Binomialkoeffizient 
n, an, bei dem p=3 ist, und der so viel mal so groß 
als der vorhergehende ist, wie die folgende Zahl 
angibt: 

33) Wann 34) Ei 35) 2; 36) 3; 37) 40 

38) Entwickle durch Kombinieren («-+1) (© -+ 2) 
+3) (+49. 
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Entwickle: 
39) (@® — 1); 40) (a tet; 41) (1-3; 
Lı# 2) 30\ 
RN... Me un 2a 
42) (a? + b?)°,; 43) | -) ; 44) (& en 


Entwickle und vereinfache dabei möglichst: 
45) (a — 5b) +(a-+b); 46) (a-+bt — (a —b)*; 

47) +1) —- (c — 1); 48) (a +2)’ — (a +1); 
en? rear i re ri? - er}; 

50) (a -+ vb) + (a— ib) ; 

51) (Ya+Yb) +(Ya— Vb). 

Richte mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes 


die folgenden Zahlausdrücke so ein, daß die Be- 
rechnung bequem ist: 


52) (Yı2 75); 53) (1+Y8; 59) Y2+1); 
1\6 1\5 
55) (1 ir n) ; 56) ( m | ; 57) (0,99)8 ; 


58) (1,01); 59) (0,98)10. 
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! 





(a +b-+c+...)” ee x 
wo immer x +ß-+y-+t...=n ist 


Wenn man ein Produkt von » Faktoren, von denen jeder 
a+b-+c-t... 

heißt, also eine Summe von m Summanden ist, durch Auf- 
lösen der » Klammern in eine Summe verwandelt, so enthält 
dieselbe m mal n» Glieder, falls man die übereinstimmenden 
Glieder nicht durch einen Koeffizienten zusammenfaßt; 
jedes dieser m hoch » Glieder ist ein Produkt von n Faktoren, 
und jeder dieser Faktoren heißt entweder « oder 5b oder 
c usw. Dies hat darin seinen Grund, daß zu jedem 
Gliede jede der n Klammern einen, aber auch nur einen 
Faktor liefern muß. Wenn wir nun finden wollen, wie oft 
ein beliebiges Glied, also etwa 


arbP er... 
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in jener Summe vorkommt, so haben wir nur zu fragen, wie 
oft sich n Buchstaben, von denen & a heißen, £ b heißen, 
y c heißen usw., permutieren lassen. In $1 ist diese Frage 
dahin beantwortet, daß 
n! 
FAraETgE 

die gewünschte Anzahl ist. Wenn wir uns also jetzt die 
übereinstimmenden Glieder zusammengefaßt denken, so er- 
halten wir allgemein 


! 

a als Koeffizienten von a*bPer..., 

pi Palm 
wo&+ß+y+...=nist.e Es muß also (a +b-+c+...)” 
die Summe von allen möglichen solchen Produkten sein. 
Dieses Resultat nennt man den polynomischen Lehrsatz. 
Beispiele: 
1) ern Gun 


+ @d+ac+a+Be+ca+e) 


+11 er eo re) 
+3(.@b+ac+ba+b2c+cda+cb)+Gabe; 
2) ab + ot= (at +bt ch) 


4! 
+ BEN ac+ba+b’c+c}a+ c’b) 


ae. 
ori '1! 

3) RER c+d) = (a? +b? + c? + d’) 

(2b+ac+ad+ba+bc+bd-+ca 


(abe +bac+ cab); 


ger: 
+c2b+02d+da+d?b-+de) 
3! 
+ ayzızjebe+abd+acd+bca) : 


In diesen Beispielen sind alle diejenigen Glieder, welche 
gleichartig sind, wie a?b, b?c usw., welche also auch 
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gleiche Koeffizienten bekommen, durch Absondern des 
Koeffizienten zusammengefaßt. Um die Übersicht nicht zu 
verlieren und um keine Glieder zu vergessen, wird man 
überhaupt bei Anwendung des polynomischen Lehrsatzes sich 
zuvor eine Übersicht darüber verschaffen, wieviel Arten von 
Gliedern entstehen müssen. Dies geschieht am besten dadurch, 
daß man von allen Gliedern gleicher Art nur die Exponenten 
der zu einem Produkte vereinigten Potenzen schreibt und daß 
man dabei nicht versäumt, einen gar nicht vorkommenden 
Buchstaben als mit dem Exponenten Null vorhanden aufzu- 
fassen. So sind in dem obigen Beispiel 2) vier Arten von 
Gliedern aufgetreten, die wir hiernach durch: 
(400), (310), (220), (211) 

symbolisch bezeichnen können. Beispielsweise wollen wir 
die Gliederarten auffinden, die bei der Entwicklung von 
(a+b-+c-+d-e)° auftreten müssen. Zu diesem Zwecke 
haben wir die Summe 6 auf alle mögliche Weise aus fünf 
Summanden zu bilden, die eine der Zahlen von O bis 6 sind. 
Also erhalten wir die folgenden Grliederarten: 

(60 000), (51 000), (42.000), 

(41100), (33000), (32 100), 

(31110), (22200), (22110), (21111). 

Wenn wir nun bei jeder dieser 10 Gliederarten immer 
nur das erste Glied schreiben und die Anzahl der Glieder 
gleicher Art als Index an die Klammer setzen, welche alle 
Glieder gleicher Art einschließt, erhalten wir: 








6! 

arbre+dtog'=- yoga th 
6! ; 6! AN 

+ 5rrrororog 5 + so + gparoroti tin 
6! 6! Ya 

+ grımroro Pet. ho + zrgrororon to 
6! ; 6! | 

+ sporjrorgi Pre. ot zygıyrirog bed: .)o 
6! | 6! 

Tot Sropeo Srear-ho 
6! 

+ arpmm @dede+...),, 


Schubert, Niedere Analysis. 2, Aufl. 3 
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wo, der besseren Übersicht wegen, auch 0! geschrieben ist, 
wofür nach $ 4 die Zahl 1 zu setzen ist. 


Eine Kontrolle der polynomischen Entwicklung erhält 
man daraus, daß man jedes Glied der zu potenzierenden Summe 
gleich 1 setzt. Tut man dies bei a Hb+c+d-+e)%, 
so erhält man: 

(1+1+1+1+ 192% = 5° = 15 625 
—=1-5+6-20 + 15-20 + 30-30 + 20-10 

+ 60.60 + 120.20 + 90-10 + 180. 30 + 360 -5 
—= 5 + 120 + 300 + 900 + 200 + 3600 

+ 2400 + 900 + 5400 + 1800 = 15 625. 


Die Anwendung des polynomischen Lehrsatzes zeigen 
folgende Beispiele: 


ı) 13+ 72-2) = [3° + 9° +1] +4 1° V2 
- (°.1+ 9-73 aP-1—7.y3—r.y2] 
+6 [(y3- 9’ + VI’ + DT] 
+ 12 [— (Y3)°- Y2-1 — (Y2)°-y3-1+1°-y3-y2] 
-[9+4+1]+4[3y6 -—3y3 +26 2 ya 
+6[6+3+2]+12|-372—-2y3 + Y6] 
— 14+4[56-3Y2 —4Y3]+6-11 — 12[3y2+2Y3— Y6] 
— 80 +32 )6 — 4872 — 40Y3 = 21, 22; 
2) +? +ce+1’ = (a? +26 +2 +1) 
+3(8 +7 +2 Hat rt He nt Rn 
+2:+2)+6(@ +0 +24 0) 
= 0? +322+627+102%-+122°+ 1222 +1082 +6 282 
+32-+1. 


Oben ist erörtert, wie man die Gliederarten aufzufinden 
hat, und wie man dadurch, daß man sich alle Glieder des 
zu entwickelnden Polynoms gleich eins gesetzt denkt, zu 
einer Kontrolle gelangt. Eine andere Kontrolle erhält man 
aus der leicht zu berechnenden Anzahl der Glieder über- 
haupt. Wenn nämlich bei einem Produkte von » gleichen 
Faktoren, deren jeder eine m-gliedrige Summe ist, die 


S$S6. Der polynomische Lehrsatz. 35 


n Klammern gelöst werden, und die auftretenden Produkte 
nicht durch Potenzschreibung kürzer dargestellt werden, so 
entstehen von den m Gliedern die Kombinationen n-ter 
Klasse mit Wiederholung. Demnach muß die n-te Potenz 
einer m-gliedrigen Summe nach $ 3: 


(n + m — 1). 


Glieder haben. Es gibt also z. B. die Entwicklung von 
(a +5+0°% im ganzen (6 +3 — 1, = 8 = 28 Glieder; 
ferner ist die Anzahl der Glieder, die durch die Ent- 
wicklung von (a +b-+c-+d-+e-+f)? entstehen, gleich 
(6 +5 — 1), = 10, = 252. Wenn man bei dem letzten Bei- 
spiel nur auf die Exponenten achtet, deren Summe ja immer 
5 sein muß, so erkennt man, daß die polynomische Ent- 
wicklung auch die sämtlichen Zerlegungen der Zahl 5 in 
6 Summanden ergibt, die entweder Null oder positiv sein 
sollen. Ebenso erkennen wir aus der oben bewerkstelligten 
polynomischen Entwicklung der sechsten Potenz einer fünf- 
gliedrigen Summe, daß die Zahl 6 auf (5+6—1), (=10,=10,)- 
fache Weise in fünf Summanden zerlegt werden kann, welche 
sämtlich O oder positive ganze Zahlen sind. Allgemein er- 
gibt sich also, daß 

(a +s—1)! 

en arm: 

die Anzahl solcher Zerlegungen der Zahl « in s Summanden 
ist. Ist die Zahl «= 4, die Anzahl der Summanden 3, so 
ergibt sich hiernach 6, =15 als die Anzahl der Zerlegungen, 
nämlich: Vier gleich: 


4+0+0 PA N 
0+4+0 N a 
O4 RER ER 








| 

Wenn man bei jeder von solchen Zerlegungen jeden 
Summanden um 1 erhöht, so erhält man die Anzahl der 
Zerlegungen auch für den Fall, daß jeder Summand eine 
positive ganze Zahl, nicht aber Null sein soll. Dann wird 
aber die zerlegte Zahl um s größer, weil jedes der s Glieder 


3* 
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einer Zerlegung um 1 erhöht ist. Also ist « + s auf so viel- 
fache Weise zerlegbar, wie 


(a+s—1)! 
als — 1)! 





angibt. Setzt man b für a+s, also b—s für a, so er- 
hält man 
NEN an 
Boiler 





für die Anzahl der Zerlegungen der Zahl b in s positiv- 
ganzzahlige Summanden. 

Soll z. B. die Zahl 11 auf alle mögliche Weise in drei 
positiv-ganzzahlige Summanden zerlegt werden, so erhält 
man 10, = 45 für die Anzahl der Zerlegungen, wie aus der 
folgenden Tabelle hervorgeht, wo immer von Zerlegungen, 
die sich nur durch Permutation unterscheiden, nur eine ge- 
nannt ist und die dahintergesetzte Zahl die Zahl der mög- 
lichen, nur durch Permutation verschiedenen Zerlegungen 
angibt: 











ı9+1+1|3 16+3+216 
84241 6 5+5+1|3 
ı 7 #3+1|6)} 5+4+2[/6 
7+2+2\8| 5+3+3|3 
KB. 6 4+4+3|3 

Die Summe der hintergesetzten Permutationszahlen ist 


in der Tat 45. 


Übungen. 

1) Wie heißt der Polynomial-Koeffizient des Gliedes 
a3 b? cd*? 

2) Bei welcher polynomischen Entwicklung kommt das 
Glied a?b2c5 vor? 

3) Führe die polynomische Entwicklung von (a +b-+ c)? 
aus. 

Entwickle: 


4) a +d— 0%; 5) @—-5+0; 6a 579% 
7) @+2y+19; 8) a +b+c+d%; 
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tet c—1); 10, (E72 +); 

Dzerry td te ya te ty; 
12) 1 +Y3 -:y3)‘. 

13) Beweise durch Potenzieren,. daß, wenn & ein sehr 


kleiner Bruch ist, yı + x nahezu gleich 


x2 


ist. 
5 i 


1 Met 
tale); 


Stelle durch symbolische Bezeichnung die 
Gliederarten zusammen, die möglich sind bei: 

14) a+b+c+d; 15) a +b-+c)%; 

16) a +b+c+d-+e+flt. 

17) Kontrolliere die Richtigkeit der Entwicklung von 
(a -+b-+c+d)° dadurch, dd a=b=c=d=1 gesetzt 
wird. 

18) Entwickle 1+2-+3-+ 4)* und kontrolliere, ob 
die Summe der Glieder 10000 beträgt. 

19) Zerlege die Zahl 4 auf alle mögliche Weise in vier 
Summanden, die Null oder positiv-ganzzahlig sind. 

20) Zerlege die Zahl 6 auf alle mögliche Weise in drei 
Summanden, die Null oder positiv-ganzzahlig sind. 

21) Auf wieviel Arten kann man die Zahl 7 in fünf 
Summanden zerlegen, die Null oder positiv-ganz sind? 

22) Zerlege die Zahl 10 auf alle mögliche Weise in drei 
Summanden, die positive ganze Zahlen sind. 

23) Zerlege die Zahl 8 auf alle mögliche Weise in drei 
positiv-ganzzahlige Summanden. 


Auf wievielerlei Arten läßt sich zerlegen: 

24) die Zahl 12 in fünf positiv-ganzzahlige Summanden? 
25) die Zahl 15 in vier positiv-ganzzahlige Summanden? 
26) die Zahl 20 in 17 positiv-ganzzahlige Summanden? 
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) 9=,+R-1N ya +n— 1,0; 

I) sen: +20, +00; 
ID) 9=,+(n— 1), -%,-ı+(Rr 1) %-2+...+mR—1):@; 
IV) sen y+n  »-ıtN°%-24+ :-: + M41°%: 


Schon in $ 19 meiner „Arithmetik und Algebra“*) sind 
arithmetische Reihen behandelt, d.h. Reihen von Zahlen, bei 
denen je zwei aufeinanderfolgende Zahlen immer dieselbe 
konstante Differenz haben, z. B.: 


4,7:10,.13, 16048. 


Das Anfangsglied dieser Reihe ist 4, das Endglied 19, 
die konstante Differenz 3, die Anzahl der Glieder ist 6. 
Der Begriff der arithmetischen Reihe läßt sich nun dadurch 
ausdehnen, daß man arithmetische Reihen mit konstanter 
Differenz aufeinanderfolgender Glieder „erster Ordnung“ 
nennt, dann arithmetische Reihen zweiter Ordnung solche 
nennt, bei denen die Differenzen aufeinanderfolgender Glieder 
eine Reihe erster Ordnung bilden, und überhaupt eine Reihe 
p-ter Ordnung nennt, wenn die Differenzen aufeinander- 
folgender Glieder eine Reihe (p — 1)-ter Ordnung bilden. 
Beispiele: 

1), Die ‚Reihe: 2,'6, 13, 23,236, 02571 
ist eine Reihe zweiter Ordnung, weil die Reihe der Differenzen 
aufeinanderfolgender Glieder oder, wie wir kurz sagen wollen, 
ihre erste Differenzenreihe erster Ordnung ist, nämlich: 

At, AD ABLE 

2) Die Reihe: 9, 11, 17, 30, 53, 89, 141, 212 
ist eine Reihe dritter Ordnung, weil ihre erste Differenzen- 
reihe eine Reihe zweiter Ordnung ist, nämlich die im ersten 
Beispiel genannte Reihe: 

2, Du 8, 0 0. Ds 

Wenn man von der Differenzenreihe einer arithmetischen 

Reihe höherer Ordnung wiederum die Reihe der Differenzen 


*, Diese Sammlung, Band I. 


$ 7. Arithmetische Reihen höherer Ordnung. 39 


bildet, so erhält man eine Reihe, die man zweite Differenzen- 
reihe nennt, und so fort. So ergibt sich, daß man eine 
arithmetische Reihe p-ter Ordnung auch als eine Reihe von 
Zahlen definieren kann, deren (p — 1)-te Differenzenreihe eine 
arithmetische Reihe erster Ordnung ist, oder auch, deren 
p-te Differenzenreihe aus lauter gleichen Zahlen besteht. Hier- 
nach kann man eine Reihe von lauter gleichen Zahlen auch 
eine arithmetische Reihe nullter Ordnung nennen. 


Eine arithmetische Reihe erster Ordnung ist, abgesehen 
von der Anzahl ihrer Glieder, völlig bestimmt, sobald man 
ihre ersten beiden Glieder kennt; denn dann ist die kon- 
stante Differenz bekannt und dadurch auch die Fortsetzung 
der Reihe möglich, Ebenso ist eine arithmetische Reihe 
zweiter Ordnung durch ihre drei ersten Glieder bestimmt, 
weil dadurch die Anfänge ihrer beiden Differenzenreihen be- 
kannt sind. So kann man fortfahren und einsehen, daß eine 
Reihe »-ter Ordnung durch ihre p +1 ersten Glieder be- 
kannt ist. Schreibt man also p +1 Zahlen ganz beliebig 
hin, so kann man sie immer als Glieder einer arithmetischen 
Reihe betrachten, die nach vorwärts und nach rückwärts 
beliebig fortgesetzt werden kann. Beispielsweise soll die 
Reihe vierter Ordnung gebildet werden, wenn fünf auf- 
einanderfolgende Glieder der Reihe die folgenden sind: 


Fi BLZ, 10>. 
Als erste Differenzenreihe ergibt sich: 
nn 4,10 Dr 
als zweite: 
ae 
als dritte: 
15 { > 


und als vierte die konstante Differenz: 
3: 
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Durch Addition von 3 zu 7 2 ergibt sich dann das 
dritte Glied der ehr oe nämlich 105, und 


durch Addition von 105 zu 135 die Zahl 24 er Ds Glied 


der zweiten SERIEN Da folgt 235 +24 —=47 S 


als fünftes Glied der ersten a woraus endlich 
folgt, daß 88 das sechste Glied derjenigen Reihe vierter 
Ordnung sein muß, die mit den fünf beliebig gewählten 
Zahlen anhebt. 

Hiernach läßt sich nun leicht das allgemeine Glied 
einer arithmetischen Reihe aus den Anfangsgliedern ihrer 
Differenzenreihen aufbauen. Wir beginnen mit Reihen zweiter 
Ordnung. Für eine solche sei a, das konstante Glied ihrer 
zweiten Differenzenreihe, a, das erste Glied ihrer ersten 
Differenzenreihe und a, ihr eigenes erstes Glied. Dann ist 
in der ersten Differenzenreihe a, + a, das zweite Glied, 
ad, + 2a, das dritte Glied, usw., daher 


,+Rr—-1. =, +m—1),:% 
das n-te Glied. Daher ergeben sich als Glieder der arith- 
metischen Reihe zweiter Ordnung nacheinander: 
%, Ati, At 24 2 Co, 
+3 43m, LA: +4, USW, 
wobei benutzt ist, dd 1=3,,1+2, = 3,1423, +3, =% 
usw. ist. So ergibt sich allgemein für das »-te Glied g einer 
arithmetischen Reihe zweiter Ordnung: 
]) 9g=, + nn — 1, ya +n — 1%. 
Wir haben soeben, um den Koeffizienten (n — 1), von 
a, festzustellen, die in $ 4 abgeleitete Formel III) benutzt. 
Dieselbe Formel benutzen wir auch, um nunmehr die Summe s 
der ersten n» Glieder einer arithmetischen Reihe zweiter Ord- 
nung zu berechnen. Es ergibt sich dafür: 
s=%,.n+tal, +23 +3, +... m —1)] 
+ 2% +3+%4+...nr —1)] 
oder: 
Il) s=eN HN tN.%. 
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In ähnlicher Weise erhält man für das allgemeine Glied 
einer arithmetischen Reihe dritter Ordnung, wenn qa,, Q,, 4, % 
die Anfangsglieder ihrer vier Differenzenreihen sind: 


+ nr —-1)-, +11, +23, +3 +: m 2) 
+8 +3+...0n — 2%]. 
oder, nach Formel III) des $ 4: 
+ Rn — 1, +n— 1, a, +n— 1), %: 
Daraus folgt dann, wiederum nach derselben Formel, 
für die Summe s: 
s=nN lt N. N. NM - 
Man erkennt nunmehr das allgemeine Bildungsgesetz, 
nach welchem sowohl das n-te Glied g, wie auch die 


Summe s der ersten » Glieder einer arithmetischen Reihe 
p-ter Ordnung sich aus den Anfangsgliedern: 


Up; Op-13 %p-23 +: % 
ihrer » + 1 Differenzenreihen berechnen läßt, nämlich: 
II) g=,+(R-1), ,-ı+n—1)-@,-2+:...+n—1),-4 ; 
und 
IV) sen yHn.M%-ı HN %-2+::- HNp4ıQy - 


Beispielsweise ergibt sich für die oben behandelte Reihe 
vierter Ordnung, da 


y-z 4-25, 1-15, MA ae 
ist: 

1 5 3 3) 
een Zn tem l),3 ; 


Setzen wir n= 6, so erhalten wir: 
1 5 > 9 
= + 415445415 =88 


als sechstes Glied, wie schon oben gefunden wurde. Für 
die Summe s der ersten 6 Glieder ergibt sich: 
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1 5 3 9 
-6.5 46 50 re 
-3+ 243042 +18 166. 


Wenn man in einen Ausdruck ersten Grades, d. h. in 
einen Ausdruck von der Form a& -+b, wo a und b be- 
liebige Zahlen sind, für x die aufeinanderfolgenden Glieder 
einer arithmetischen Reihe erster Ordnung setzt, so müssen 
die Zahlenwerte, die man dann für den Ausdruck erhält, 
wieder eine arithmetische Reihe erster Ordnung bilden. 
Denn es ergibt sich: 


az +d+b—-(ac+b)=ad, 
also eine konstante Zahl, nämlich das Produkt der Zahla 
mit der konstanten Differenz d der Reihe, deren Glieder 
man einsetzt. Nimmt man einen Ausdruck zweiten Grades 


von der Form: 
az? +-bxz-+te, 


und setzt man dann für x wieder nacheinander Zahlen, 
die sich um d unterscheiden, so erhält man eine Reihe, 
deren Differenzenreihe erster Ordnung ist. Denn 


az + d? +bc +d)+c—(a® +bx-+e) 

=2axd+ad+-bd 
ist ein Ausdruck ersten Grades. Folglich entsteht aus einem 
Ausdruck zweiten Grades dadurch, daß man für x die 
Glieder einer arithmetischen Reihe erster Ordnung einsetzt, 
eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung. So erkennt man 
allgemein, daß man aus einem Ausdruck p-ten Grades: 

D, 09 -+ b, - art bu ara 
wo by, bi, da, ».., db, beliebige konstante Zahlen sind, eine 
aritımetische Reihe p-ter Ordnung erhält, wenn man für « 
die Glieder einer arithmetischen Reihe erster Ordnung, d.h. 
nacheinander Zahlen einsetzt, die sich um d unterscheiden. 
Denn man erkennt, daß 


d,@ + AP +b(e + AP i+...b,] 
— [b, 0? + b, art +...b,] 
zu einem Ausdruck führt, der nur vom (p — 1)-ten Grade 
ist, da db, 2P sich forthebt. 
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Insbesondere ergibt sich aus dem soeben abgeleiteten 
Resultate, daß die p-ten Potenzen der natürlichen Zahlen 
eine Reihe »-ter Ordnung bilden. Denn sie entstehen, indem 
man in x? für & die Zahlen 1, 2, 3 usw. einsetzt. Demnach 
kann man auch durch die Formel II) oder IV) dieses 
Paragraphen die schon in $ 4 abgeleiteten Formeln für die 
Summe der Quadrate und die Summe der dritten Potenzen 
ableiten. Bei 

17?+22?+-3°+...n? 
hat man nämlich zu setzen: 
on—=1l, =4-1-)35, W=2. 
Deshalb erhält man aus II): 
sen 1l1+NI3+Nn,-2 
AR ABEN .—_ ddr u 


6+9n —-—9+2n?—6n-+4] 


nn +D)@nr-+1) 
6 


a Ic 
6 
Be [> 


52 ne tl — 





Für die Summe der dritten Potenzen: 
13+23+33+...+n? 

hat man zu setzen: 

Del aan el2 0.0. 
Dadurch erhält man: 
SO 
N At 8Am 1) 48m — 1) (n — 2) 
+6n -D)nR 2) m —3)] 

= 2, [603 — 362 + 660 — 36 + 480? — 144n + 96 

+ 84n — 84 + 24] 


2 SPORE BEL 1 ELLE] 


-. 
Auch jeder Binomialkoeffizient n, = a 


stellt einen Ausdruck »-ten Grades dar, ergibt also dadurch, 


er 


ou, 
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daß man für n nacheinander die Glieder einer arithmetischen 
Reihe oder spezieller die natürlichen Zahlen einsetzt, eine 
arithmetische Reihe p-ter Ordnung. Beispielsweise ergeben: 


3, 4,70, 116, 07,0 BR RE 
die arithmetische Reihe: 
1,4, 10, 20,35, Dowassree 


Diese erweist sich als von der dritten Ordnung, da sie 
folgende Differenzenreihen besitzt: 


3.6, 10,715, 21,128 Fe 
BAND STR 
a hr 


Wenn man jede der drei Seiten eines gleichseitigen 
Dreiecks in m gleiche Teile teilt und die Teilpunkte durch 
Parallelen mit den Seiten verbindet, so wird die Fläche des 
Dreiecks in lauter kleine gleichseitige Dreiecke zerlegt, von 
denen jedes einen der m Teile als Seite bat. Zählt man dann 
diese Dreiecke nach dem Inhalt der Streifen, die von einer Ecke 
aus nach der Gegenseite hin entstehen, so erhält man im m-ten 
Streifen: 


1+2+3+...m=(m-+]1) 
Dreiecke. Wegen dieses Zusammenhangs der Anordnung von 
Punkten zu gleichseitigen Dreiecken mit den Binomial- 
koeffizienten, die den Index 2 haben, nennt man die letzteren 
auch Dreieckszahlen, wie schon in $ 4 erwähnt ist. 
In ähnlicher Weise kann man die Quadratzahlen 1, 4, 9,16, .... 
zu Quadraten anordnen. 

Nimmt man den Raum zu Hilfe, so lassen sich auch 
die Binomialkoeffizienten mit dem Index 3 geometrisch ver- 
anschaulichen. Man denke sich lauter gleiche Kugeln in 
einer untersten ersten Horizontalschicht so zusammengelegt, 
daß sich benachbarte Kugeln berühren, und daß ihre Zentra 
die obenerwähnte Dreiecksfigur bilden, so daß jede der 
drei äußersten geraden Linien die Mittelpunkte von n Kugeln 
enthält. Dann liegen in dieser untersten Horizontalschicht 
nach dem Obigem 


(nr +1), 
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Kugeln. Auf dieser Schicht denke man sich dann eine 
zweite Schicht von Kugeln ruhen. Dann müssen in dieser 
Schicht nur n, Kugeln liegen, weil jede Seite des gleich- 
seitigen Dreiecks, das sie bilden, eine Kugel weniger ent- 
halten muß, als jede Seite der untersten Schicht. So fort- 
fahrend, erkennt man, daß die dritte Schicht nur (n — 1), 
Kugeln enthält, usw., bis schließlich die oberste Schicht 
nur eine einzige Kugel enthält. Alle Kugeln bilden dann 
ein Tetraeder von 


rn +1, + +r—1,+::..+% + 2% 
Kugeln. Die eben erhaltene Summe ist aber nach Formel IJI) 
des $ 4 gleich dem Binomialkoeffizienten: 


(n + 2); - na +Dm+2). 


Man nennt deshalb die Binomialkoeffizienten mit dem 
Index 3 auch Tetraedralzahlen, wie schon in $S4 er- 
wähnt ist. 


Übungen. 


1) Von welcher Ordnung ist eine arithmetische Reihe, 
deren Differenzenreihe aus Zahlen besteht, bei denen die 
Differenz aufeinanderfolgender Zahlen immer dieselbe Zahl 
ergibt? 

2) Bilde alle Differenzenreihen der Reihe 4, 7,15, 30,54,... 

3) Setze die in 2) genannte Reihe um drei Glieder fort. 

4) Wie heißt die Reihe zweiter Ordnung, deren erstes 


Glied 1 ist und in deren Differenzenreihe dann 2 ‚4, 6 folgt? 


5) Wie heißt die Reihe, deren n-tes Glied n? — n heißt? 

6) Erläutere an der Reihe 3, 8, 15, 24,..., warum das 
n-te Glied sich immer durch Vermehrung des Anfangsgliedes 
um die Summe der n — 1 ersten Glieder ihrer Differenzen- 
reihe ergibt. 

7) Eine Reihe zweiter Ordnung beginnt mit 11, die 
Summe der ersten sechs Glieder ihrer Differenzenreihe be- 
trägt 49. Wie heißt das siebente Glied? 

8) Wie heißt das achte Glied einer Reihe, die mit 
8 beginnt, und deren Differenzenreihe mit 5 beginnt und die 
konstante Differenz 2 hat? 
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9) Wie heißt das zwanzigste Glied der Reihe 16, 25, 
30,49, 2.29 

10) Berechne die Summe der ersten zwölf Glieder der 
Reiha9, 773313, 121 7. 3% 

11) Berechne die Summe der Quadrate aller ungeraden 
Zahlen von 1 bis 99. 

12) Berechne die Summe der ersten zehn Glieder der- 
jenigen Reihe, welche entsteht, wenn man die entsprechenden 
Glieder der beiden Reihen erster Ordnung 1, 4, 7,10,13,... 
und 2, 7, 12, 17, 22,... miteinander multipliziert. 

13) Das zweite Glied einer Reihe zweiter Ordnung ist 8, 
das vierte 24, das sechste 48. Wie heißt das achte Glied? 

14) Wie heißt die Summe der in 13) genannten Reihe 
zweiter Ordnung bis zum achten Gliede? 

15) Bilde sämtliche Differenzenreihen der Reihe 1,5, 15, 
80,70,2126,,210 3.1 

16) Von welcher Ordnung ist eine Reihe, deren vierte 
Differenzenreihe von der zweiten Ordnung ist? 

17) Wie heißen die ersten fünf Glieder der Reihe, deren 
allgemeines Glied n? — n? + n? +1 heißt? 

18) Von welcher Ordnung wird die Reihe, die entsteht, 
wenn man von einer Reihe dritter Ordnung nacheinander 
berechnet: das erste Glied, die Summe der beiden ersten 
Glieder, die Summe der drei ersten Glieder, usw.? 

19) Wie heißt das sechste Glied der Reihe vierter 


Ordnung, deren fünf erste Glieder sind: — = —1, +2, 
mean 4r 


20) Bilde die Reihe, welche entsteht, wenn man in den 
Ausdruck x — x nacheinander die natürlichen Zahlen von 
1 an einsetzt. 

21) Wie groß ist die Summe der » ersten Glieder der 
in 20) erwähnten Reihe? 

22) Von welcher Ordnung ist die Reihe 5, , 6,,7,, 8,..., 
wo die Indizes Binomialkoeffizienten andeuten? 

23) Von welcher Ordnung ist die Reihe der Quadrate 

von de, 4 a6 PT 

24) Wo welcher Ordnung ist die Reihe der dritten 
Potenzen der Glieder einer Reihe dritter Ordnung? 
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25) Beweise, daß eine Reihe (p + g)-ter Ordnung ent- 
steht, wenn man bei einer Reihe p-ter und einer Reihe g-ter 
Ordnung nacheinander die beiden ersten Glieder, die beiden 
zweiten Glieder, die beiden dritten Glieder usw. multipliziert. 


26) Beweise, daß das erste, dritte, fünfte usw. Glied 
einer Reihe p-ter Ordnung wieder eine Reihe »-ter Ord- 
nung bilden. 

27) Wenn man bei zwei Reihen p-ter und g-ter Ordnung 
die entsprechenden Glieder addiert oder subtrahiert, so erhält 
man eine Reihe »-ter Ordnung, wenn 9 > g, 9-ter Ordnung, 
wenn 9 >p ist. Beweise dies. 


28) Wie heißt die zehnte Dreieckszahl? 

29) Wie groß ist die Summe der n ersten Dreiecks- 
zahlen? 

30) Jemand zeichnet aus Spielerei zehn gleiche Kreise, 
deren Zentra eine gerade Linie bilden, und von denen sich 
immer zwei benachbarte berühren. Darauf zeichnet er neun 
ebenso große Kreise, die ebenso zueinander liegen, und 
von denen jeder zwei Kreise der ersten Reihe berührt. 
Indem er dieses Verfahren fortsetzt, gelangt er schließlich 
zu einem einzigen Kreis. Wieviel Kreise hat er im ganzen 
gezeichnet? 

31) Beweise, daß die Summe zweier aufeinanderfolgender 
Dreieckszahlen wieder eine Dreieckszahl ist. 


32) Der Unterschied der Quadrate zweier aufeinander- 
folgender Dreieckszahlen ist eine Kubikzahl. Warum? 


33) Warum nennt man die Zahlen 1, 5, 12, 22, 35, 51,... 
Fünfeckszahlen? 


34) Ein Haufen von lauter gleichen Kugeln hat die 
Form eines regulären Tetraeders, so daß die unterste Schicht 
ein gleichseitiges Dreieck ist, dessen Seiten 15 Kugeln ent- 
halten, und daß die drei Seitenkanten auch je 15 Kugeln 
enthalten. Wieviel Kugeln enthält der Haufen? 


35) Ein vollständiger Kugelhaufen hat die Form einer 
abgestumpften Pyramide, deren Grundflächen gleichseitige 
Dreiecke sind. Wieviel Kugeln enthält der Haufen, wenn 
in jeder Seite der untersten Schicht « Kugeln, in jeder Seite 
der obersten Schicht 5 Kugeln liegen? 
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36) Ein pyramidaler vollständiger Kugelhaufen hat als 
unterste Schicht ein Quadrat, in dessen äußersten Seiten 
10 Kugeln liegen, und dessen oberste Schicht aus einer 
Kugel besteht. Wieviel Kugeln enthält der Haufen? 

37) Ein Kugelhaufen hat die Form eines quadratischen 
Pyramidenstumpfs. In der untersten Schicht liegen «a mal 
a Kugeln, in der obersten b mal b Kugeln. Wieviel Kugeln 
enthält der Haufen? 

38) In Zeughäusern liegen oft die Kugeln in horizontalen 
rechteckigen Schichten übereinander, so daß immer eine 
Rechtecksseite eine Kugel weniger enthält, als die beiden 
ihr parallelen Rechtecksseiten der darunter befindlichen 
Schicht. Die oberste Schicht bildet eine gerade Linie. 
Wieviel Kugeln enthält ein solcher Kugelhaufen, wenn die 
längere Seite der untersten Schicht 30, die kürzere 20 Kugeln 
enthält? 

39) Ein rechteckiger Kugelhaufen hat in der untersten 
Schicht 40 mal 50 Kugeln, in der obersten 10 mal 20 Kugeln. 
Wieviel Kugeln enthält er im ganzen? 





II. Abschnitt. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
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t 
I) mg = -1-—-1-u; 





Atbthr.t 





HI) w . "= m tWwtw-+t...Wn; 
II) a ER RER UWE 2; 
Mi Mg Ma... Mn 
IV) W= a! w- (1 — w). 





a!b! 


Es sei für ein erwartetes Ereignis Z die Anzahl 
der Fälle, welche das Eintreffen hervorrufen können 
(Treffer, Chancen, günstige Fälle), ferner m die 
Anzahl aller möglichen Fälle, nämlich sowohl der- 
jenigen, welche das Eintreffen, als auch derjenigen, 
welche das Nicht-Eintreffen hervorrufen können. 


i > [} 
Dann nennt man den Bruch an die Wahrschein- 


lichkeit für das Eintreffen dieses Ereignisses. Da 
m —t Fälle vorhanden sind, welche das Nicht-Eintreffen 
bewirken, so ist — —-1— ei — 1 — w die Wahrschein- 
lichkeit dafür, daß das betreffende Ereignis nicht eintrifft. 
Wenn man z. B. einen Würfel, auf dessen sechs Flächen 
die Zahlen von 1 bis 6 stehen, fallen läßt, und wenn man 


Schubert, Niedere Analysis. 2. Aufl. 4 
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keinen Grund hat, anzunehmen, daß die eine oder die andere 
Fläche leichter nach oben zu liegen kommt als die fünf 
übrigen, so hat man dafür, daß eine bestimmte Fläche nach 
oben kommt, sechs mögliche Fälle. Wenn man dann 
wünscht, daß gerade die :: oben zu liegen kommt, so hat 
das erwartete Ereignis einen Treffer und fünf Nichttreffer. 


Deshalb ist n die Wahrscheinlichkeit, mit einem Würfel die 


De u A 
Vier zu werfen, 5 die Wahrscheinlichkeit, sie nicht zu 


werfen. Man erkennt ferner, daß a die Wahrschein- 
lichkeit dafür ist, daß man mit einem Würfel eine gerade 
Zahl wirft, sowie : — dafür, daß man eine Zahl wirft, 


die größer als vier ist. 


Wenn man zweitens wünscht, aus einer Urne, die a 
schwarze, b weiße und c rote Kugeln enthält, eine Kugel 
zu ziehen, die sich als rot erweist, so st m=a+b-+e, 
t=c, also die Wahrscheinlichkeit w, eine rote Kugel zu 


GM ‚ während die Wahrscheimlichkeit «, 
shi a+b 


daß die gezogene Kugel nicht rot ist, vw= A , 





ziehen, gleich 


—-=1—w ist. 

Wenn man drittens wünscht, aus einem Spiel von 32 
Karten, das 8 Treff enthält, eine Karte zu ziehen, die ein 
Treff ist, so ist m = 32, {= 8, also die Wahrscheinlich- 
keit w, ein Treff zu ziehen, gleich n — = 

Wenn jeder mögliche Fall auch Treffer ist, so ist das 
Eintreffen des Ereignisses gewiß. Daher ist die Wahr- 
scheinlichkeit dafür, daß ein Ereignis sicher eintrifft, gleich 
1 zu setzen. Wenn gar kein Treffer unter den möglichen 
Fällen ist, so ist das Eintreffen des Ereignisses unmöglich. 
Daher bezeichnet 0 die Wabhrscheinlichkeit dafür, daß ein 
Freignis sicherlich nicht eintrifft. Die Wahrscheinlichkeits- 
brüche haben daher als untere Grenze 0, als obere 1, sind 
also, abgesehen von diesen beiden Grenzfällen, immer positive 
echte Brüche. 
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Bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeitsbrüche hat 
man meist die in$ 2 und $ 3 abgeleiteten Formeln für 
Kombinations- und Variationszahlen anzuwenden. Hierfür 
einige Beispiele: 

1) Wenn aus einer Urne, die sechs weiße und vier 
schwarze Kugeln enthält, fünf Kugeln gezogen werden, so 
ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß von den fünf Kugeln 
drei weiß und zwei schwarz sind, gleich 


64.143101 20.6. 10 


10; AI I 


weil sich aus zehn Dingen 10, Gruppen zu je fünf bilden 
lassen, aus sechs Dingen 6, Gruppen zu je drei, aus vier 
Dingen 4, Gruppen zu je zwei, und weil jede Vereinigung 
einer der 6, Gruppen mit einer der 4, Gruppen zu einer 
zusammengesetzten Gruppe führt, die als Treffer zu be- 
trachten ist. 


2) Wenn aus einem Spiel von 32 Karten, das vier 
Buben enthält, zehn Karten entnommen werden, so ist die 
Wahrscheinlichkeit dafür, daß sich unter den zehn Karten 
nicht mehr und nicht weniger als zwei von den vier Buben 
befinden, gleich 





4,.28, 4128110122! 


Ba a Blarsrantga! 
m 310.9422-21, 3-9-11- 72079 
=1.2732:31.30-29 8.31.29. "7192 


Die Wahrscheinlichkeit beträgt also 29 Prozent, d. h. 
man ist zu der Annahme berechtigt, daß es unter 100 Malen 
durchschnittlich 29mal passiert, daß sich unter zehn 
Karten, die einem Spiel von 32 Karten beliebig entnommen 
sind, gerade zwei Buben befinden. Die Wahrscheinlichkeit, 
daß dieses Ereignis nicht eintrifft, ist dann 1— 0,29 = 0,71, 
d. h. man darf 29 Pfennige gegen 71 Pfennige setzen, wenn 
man wetten will, daß das genannte Ereignis eintrifft. 

3) Wenn mit drei Würfeln gewürfelt wird, so sind 
bezüglich der Übereinstimmung oder Nicht-Übereinstimmung 
der geworfenen Zahlen drei Fälle denkbar: erstens, daß alle 
drei Zahlen gleich werden, zweitens, daß nur zwei Zahlen 


4% 





— 0,29. 
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gleich werden, drittens, daß alle drei Zahlen verschieden 
werden. Für jeden dieser drei Fälle wollen wir die Wahr- 
scheinlichkeit berechnen. Die drei Würfel selbst mögen 
A,, A,, A, heißen. Da zur Berechnung der Anzahl der 
möglichen Fälle jede der sechs Arten, wie der Würfel A, 
fallen kann, mit jeder der sechs Arten, wie A, fallen kann, 
und mit jeder der sechs Arten, wie A, fallen kann, zusammen- 
zusetzen ist, so gibt 6 mal 6 mal 6 oder 6° die Anzahl 
aller möglichen Fälle an. Die sechs Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
welche auf den sechs Würfelfächen verzeichnet sind, sind 
eben zur dritten Klasse mit Wiederholung zu variieren. 
Unter den 6° möglichen Fällen sind nun 6 Fälle vorhanden, 
wo alle drei Zahlen gleich sind, nämlich die Fälle, in denen 
jeder der drei Würfel A, , A,, A, entweder die 1 oder die 2 
oder die 3 oder die 4 oder die 5 oder die 6 zeigt. Wenn 
aber nur zwei Zahlen gleich sein sollen, so kann dies zu- 
nächst jede der sechs Zahlen von 1 bis 6 sein. Da dann 
aber auf dem dritten Würfel eine Zahl sein muß, die von 
der doppelt vorhandenen Zahl verschieden ist, und immer 
5 solcher Zahlen vorhanden sind, so gelangen wir zu 6 mal 
5 Treffern. Nun kann aber noch die von den beiden andern 
verschiedene dritte Zahl von dem Würfel A, oder von 4, 
oder von A, übernommen werden. Wir haben also noch 
mit 3 zu multiplizieren. Wir erhalten daher 6-5-3= 90 
unter den 6° Fällen, wo nur zwei von den drei Zahlen gleich 
sind. Wenn endlich alle drei Zahlen verschieden sein sollen, 
so sind die Zahlen von 1 bis 6 zur dritten Klasse ohne 
Wiederholung variiert zu denken. Es ergeben sich so 
6-5-4= 120 Fälle In der Tat ist 


6+90-+120=216— 6°. 


Wir erhalten also für die drei Fälle beziehungsweise 
die Wahrscheinlichkeitsbrüche: 


6 1 

a) Se 
90 5 

2 IST Kan 
120° 5 

C) 516 == 9 == 1933 3 
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Wenn ein Ereignis E m mögliche Fälle und # Treffer 
hat, und wenn dann ein zweites mit E gleichartiges oder 
ungleichartiges Ereignis £’ m’ mögliche Fälle und ’ Treffer 
hat, so kann man beide Ereignisse als ein einziges Ereig- 
nis F zusammenfassen. Dann hat F m- m’ mögliche Fälle 
und 2.’ Treffer. Demnach ist die Wahrscheinlichkeit, dab F 
eintrifft, d. h., daß sowohl E als auch E’ eintrifft, gleich 


DR RN 


m. m’ m m 








Hieraus folgt der Satz: | 
Wenn w und w’ die Wahrscheinlichkeitsbrüche 
für zwei einzelne Ereignisse sind, so gibt das Produkt 
ww’ 
die Wahrscheinlichkeit dafür an, daß beide Ereig- 


nisse eintreffen. Beispiele: 
1) Die Wahrscheinlichkeit, mit einem Würfel die Vier 


1 SEAN 5 
zu werfen, beträgt 6 und, sie nicht zu werfen, 6 Dem- 


nach ist die Wahrscheinlichkeit, daß man bei zweimaligem 
Würfeln erst die Vier wirft und dann sie nicht wirft, 
Mad 5 
r 1 13 == 36 0,14 . 

2) Ein Schüler schätzt die Wahrscheinlichkeit, zu Weih- 
nachten ein Paar Schlittschuhe geschenkt zu bekommen, zu 


es und die Wahrscheinlichkeit, daß am ersten Weihnachts- 


feiertag die Eisbahn geöffnet ist, zu > Wieviel Wahr- 


scheinlichkeit hat er dann dafür, daß beide Ereignisse ein- 
treten, daß er also am ersten Weihnachtstage mit den ge- 
schenkten Schlittschuhen auf die Eisbahn gehen kann? Es 
Be A.,3, .3 
ergibt sich en .2- 0,6. 
3) Beim Werfen einer Münze ist die Wahrscheinlich- 
keit, daß die Wappenseite nach oben fällt, gleich Dann 


ist die Wahrscheinlichkeit, daß einem dies zweimal gelingt, 
SEE RE NA 


Ba A 
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Aus dem obigen Satze folgt auch, daß, wenn w,, %,, 


Wy,...%n die Wahrscheinlichkeitsbrüche für das Eintreffen 
der » Ereignisse &,, E,, E,,... E, sind, das Produkt 
Ww, * Wo Ws Bu Wr 


die Wahrscheinlichkeit dafür angibt, daß alle n Ereignisse 
eintreffen. 

Beispielsweise ist die Wahrscheinlichkeit, aus einem 
Spiel von 32 Karten mit 8 Treff, 8 Pik, 8 Coeur und 8 


. . ° [3 1 . 
Karo eine Karte zu ziehen, die Treff ist = 7, eine 


a 
9 nr 
Karte zu ziehen, die kein Pik ist, Bo eine Karte zu 


ziehen, die kein Bube ist 3 und eine Karte zu ziehen, 


SEIT 


die kein As ist, — n . Deshalb ist die Wahrscheinlichkeit, 


daß man beim viermaligen Ziehen einer Karte aus einem 
Spiel von 32 Karten zuerst ein Treff, zuzweit kein Pik, 
zudritt keinen Buben und zuviert kein As zieht, gleich: 


WU Ted RT 
44 8 8 1024 
Dabei ist vorausgesetzt, daß man die gezogene Karte 


wieder in die übrigen Karten hineinmischt, ehe man eine 
neue Karte zieht. 


—= (0,14 = 14 Prozent. 





Ebenso hat man zu multiplizieren, wenn es sich um 
die Wiederholung eines und desselben Ereignisses handelt. 
Ist w die Wahrscheinlichkeit, daß ein Ereignis eintritt, also 
1— w die Wahrscheinlichkeit dafür, daß es nicht eintritt, 
so ist w2? die Wahrscheinlichkeit dafür, daß es zweimal ein- 
tritt, und (1 — w)? dafür, daß es zweimal nicht eintritt. Ebenso 
erkennt man, daß, wenn ein Experiment mit der Wahrschein- 
lichkeit w gelingt, die Wahrscheinlichkeit, 2 es dreimal 
gelingt und zweimal mißlingt, gleich 


w?’(1 — w)? 


ist. Hier war aber die Reihenfolge der Fälle, in denen das 
Experiment gelingt bzw. mißlingt, genau vorgeschrieben. 
Ist diese Reihenfolge nicht vorgeschrieben, sondern will man 
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die Wahrscheinlichkeit wissen, daß das Experiment unter 
fünf Malen beliebige drei Male gelingt, zwei Male mißlingt, 
so hat man das Produkt w3(1 — w)? so oft zu setzen, wie sich 
fünf Dinge zu je dreien gruppieren lassen, oder, anders auf- 
gefaßt, wie sich die Begriffe: gelingen, gelingen, gelingen, 
mißlingen, mißlingen, permutieren lassen. Bei beiden Auf- 
fassungen erhält man übereinstimmend: 


5! 


TEICHE 


als den Faktor, mit dem w?°(1 — w)? zu multiplizieren ist. 
Genau so erhält man, wenn es sich um «+ b Experimente 
handelt, von denen « gelingen, b mißlingen: 


N (a +bd)!w(l — w)? 
ee en 





Dieser Ausdruck drückt also allgemein die Wahrschein- 
lichkeit aus, daß ein Ereignis, das mit der Wahrscheinlich- 
keit w eintritt, ina--b Fällen «mal eintritt und bmal nicht 
eintritt. Hierfür vier Beispiele: 

1) Die Wahrscheinlichkeit, daß beim Werfen einer Münze 
die Bildseite nach oben fällt, ist gleich e Daraus folgt 


für die Wahrscheinlichkeit, daß unter sechs Malen, wo die 
Münze geworfen wird, dreimal die Bildseite, dreimal die 
Wappenseite nach oben fällt, der Wert: 


oe N 
6, - n nern 0,31 oder 31 Prozent. 


2) Für die Wahrscheinlichkeit, daß bei zehnmaligem 
Werfen einer Münze vier-, fünf- oder sechsmal die Bildseite 
nach oben fällt, ergibt sich: 


BU LN® 1° | Ih a 
065). 
0: 210.4 252.210 672.21 


210 1024 1024 32 
oder 66 Prozent. 


—= 0,66 
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3) Die Wahrscheinlichkeit, mit einem Würfel eine be- 
} a 
stimmte Zahl, etwa die Zwei zu werfen, ist gleich 6 Dann 


ist die Wahrscheinlichkeit, daß bei siebenmaligem Würfeln 
einmal die Vier fällt, sechsmal nicht, gleich: 

= ei 7.29%.5,,.109 325 
Im en 


BIABTN BU 2T9930 


4) Die Wahrscheinlichkeit, aus einem Spiel Karten Treff 


— 0,39 oder 39 Prozent. 


zu ziehen, ist gleich 5 Deshalb ist die Wahrscheinlich- 


keit, bei fünfmaligem Ziehen einmal Treff und viermal nicht 
Treff zu finden, gleich: 


: Ba 
Na) \a) 7 48207 10008 


Ferner ergibt sich für die Wahrscheinlichkeit, daß man 
mindestens einmal Treff zieht: 


MHDEERTAnELRGNO) 
RER) 


9:81+10-27 + 10-94 93 FIOBER 0.76 
% 45 10T 
Denselben Wahrscheinlichkeitsbruch hätte man bequemer 
erhalten, wenn man den Bruch berechnet hätte, der die 
Wahrscheinlichkeit ausdrückt, daß man beim fünfmaligen 
Ziehen einer Karte niemals Treff findet, und den erhaltenen 
Bruch von 1 subtrahiert hätte. In der Tat ist auch: 


1 (2) - BR HL, 
Al SE 1020004 





Im obigen ist der Weg angezeigt, wie man die Wahr- 
scheinlichkeit dafür finden kann, daß ein Ereignis, das mit 


der Wahrscheinlichkeit = eintrifft, unter 100 Malen 25 mal 
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eintrifft. Freilich ist die Berechnung der Kombinations- 
zahlen auf elementarem Wege sehr mühsam, sobald a + b 
eine große Zahl ist. Doch bietet die höhere Mathematik 
Mittel, um Ausdrücke bequem zu berechnen, welche Kom- 
binationszahlen so enthalten, wie die Formel IV) der Über- 
schrift vorschreibt, und wie die obigen Beispiele erkennen 
lassen. Mit Hilfe dieser Mittel erkennt man, daß die Wahr- 
scheinlichkeit dafür, daß ein Ereignis, das mit der Wahr- 


scheinlichkeit F eintrifft, unter 100 Malen genau 25 mal ein- 


trifft, zwar recht klein ist, daß aber die Wahrscheinlichkeit 
dafür, daß es etwa 25mal, also z.B. zwischen 20 und 30 
mal eintrifft, der Gewißheit 1 sehr nahe kommt, und daß 
die Annäherung an die Gewißheit um so größer wird, je 
größer die Anzahl der Male ist, in denen man das Ereignis 
eintreffen bzw. nicht eintreffen läßt. Allgemein ergibt sich, 
daß, wenn ein Experiment mit der Wahrscheinlichkeit w 
gelingt, also mit der Wahrscheinlichkeit 1 — w mißlingt, 
es am wahrscheinlichsten ist, daß es bei n Versuchen genau 
w.n Male gelingt, 
(1— w)-n Male mißlingt. 

Freilich ist der Wahrscheinlichkeitsbruch hierfür sehr 
klein, falls » sehr groß ist. Wenn man aber nicht verlangt, 
daß das Experiment genau w-n mal gelingt, (1 — w)-n 
mißlingt, sondern für n= 6000 etwa verlangt, daß es 
6000 w — 50 Male bis 6000 w + 50 Male gelingt, so ergibt 
sich hierfür fast Gewißheit. Man nennt dieses Gesetz 
das Gesetz der großen Zahlen. Man kann also z. B. 
bei 6000 maligem Werfen eines Würfels zwar nicht sicher 
sein, daß jede der sechs Zahlen 1 bis 6 genau 1000 mal 
fällt, wohl aber sicher darüber sein, daß jede Zahl mindestens 
950, höchstens 1050 mal fällt. Ja, man wird, wenn etwa die 
Zahl der Male, wo eine bestimmte Zahl fällt, erheblich unter 
1000 bleibt, zu dem Schlusse berechtigt sein, daß der 
Würfel nicht homogen gearbeitet ist, weil man annehmen 
muß, daß die Wahrscheinlichkeit, daß jene Zahl oben zu 


liegen kommt, kleiner als = ist. 


Man benutzt das Gesetz der großen Zahlen, um in 
Fällen, wo es dem Menschen nicht möglich ist, die Wahr- 
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scheinlichkeit für das Eintreffen eines Ereignisses a priori 
zu berechnen, aus der Beobachtung, wie oft es eintrifft und 
wie oft nicht, den Wahrscheinlichkeitsbruch a posteriori zu 
entnehmen. So liefert die Statistik der Versicherungs- 
Mathematik*) die Wahrscheinlichkeitsbrüche, welche dieselbe 
braucht. Beispielsweise lehren die Sterblichkeitstafeln, daß 
unter 10000 geborenen Kindern 5404 das dreißigste Lebens- 
jahr, 4031 das fünfzigste Lebensjahr erreichen. Hieraus 
entnimmt die Versicherungs-Mathematik, daß jemand, der 


30 Jahre alt ist, mit der Wahrscheinlichkeit u das 


fünfzigste Lebensjahr erreicht, und mit der Wahrscheinlichkeit 
1373 





vorher stirbt. 





Übungen. 


Unter 24 Personen wird eine für einen bestimm- 
ten Zweck ausgelost. Wie groß ist die Wahrschein- 
lichkeit, daß das Los trifft: 


1) Eine bestimmte Person? 


2) Einen von drei Brüdern, die sich unter den 24 Personen 
befinden? 


3) Einen von den vier Ausländern, die sich unter den 
24 Personen befinden? 


In einer Urne befinden sich 6 weiße, 7 rote, 
11 schwarze Kugeln. Wie groß ist die Wahrschein- 
lichkeit, daß man beim Hereghn ra 2 einer Kugel: 


4) Eine weiße trifft? 

5) Eine rote trifft? 

6) Eine Kugel trifft, die rot oder schwarz ist? 
7) Keine schwarze trifft? 

8) Eine weiße, rote oder schwarze trifft? 





*) Die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf das 
Versicherungswesen findet man in Großmanns „Versicherungs- 
Mathematik“ (diese Sammlung, Band XX), ferner in Loewys „Ver- 
sicherungs- Mathematik“ (Sammlung Göschen). 


$8. Elemente der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 59 


Aus einem Kartenspiel von 32 Karten, das von 
jeder der vier Gruppen Treff, Pik, Coeur, Karo 
8 Karten enthält, nämlich: As, Zehn, König, Dame, 
Neun, Acht, Sieben, Bube, wird eine Karte gezogen. 
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß die ge- 
zogene Karte ist: 


9) Ein Treff? 

10) Ein Treff oder Pik? 

11) Eins von den vier Assen? 

12) Ein As, ein König oder eine Dame? 
13) Kein Karo? 

14) Kein Bube? 

15) Ein Treff oder ein Bube? 

16) Ein Pik, aber nicht Pik-Bube? 


17) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß man mit 
einem Würfel eine ungerade Zahl würfelt? 


In einer Urne befinden sich 6 weiße und 6 
schwarze Kugeln. Jemand nimmt mit einem Griff 
zwei Kugeln heraus. Wie groß ist die Wahrschein- 
lichkeit: 

18) Daß er zwei weiße Kugeln trifft? 

19) Daß er eine weiße und eine schwarze trifft? 

20) Daß er keine schwarze trifft? 


Jemand zieht aus einem Spiel von 32 Karten 
drei Karten heraus. Wie groß ist die Wahrschein- 
lichkeit: 

21) Daß er drei Treff findet? 

22) Daß er zwei Treff und ein Pik findet? 

23) Daß er ein Treff, ein Pik und ein Coeur findet? 

24) Daß er kein Treff findet? 


25) Daß sich unter den gezogenen drei Karten ein 
Treff, aber auch nur ein Treff befindet? 


26) Daß sich unter ihnen mindestens ein Treff befindet? 
27) Daß sich Treff-Bube unter ihnen befindet? 
28) Daß sich kein As unter ihnen befindet? 
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29) Daß sich unter ihnen mindestens ein As und 
mindestens ein König befindet? 


Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, mit drei 
Würfeln so zu würfeln: 
30) Daß alle drei Zahlen gleich werden? 


31) Daß zwei Zahlen gleich, die dritte von ihnen ver- 
schieden wird? 


32) Daß alle drei Zahlen verschieden werden? 

33) Daß einer von den soeben genannten drei Fällen 
eintrifft? 

34) Daß die Augensumme 3 beträgt? 

35) Daß die Augensumme 7 beträgt? 

36) Daß die Augensumme mehr als 12 beträgt? 

37) Daß die Augensumme weniger als 7 oder mehr als 
14 beträgt? 

38) Daß Pasch (drei gleiche Zahlen) oder Sequens (drei 
aufeinanderfolgende Zahlen) erscheint? 

39) Daß jeder der drei Würfel eine gerade Zahl zeigt? 

40) A wettet gegen B, daß er mit zwei Würfeln mehr 
als sieben würfeln wird. A setzt 1 Mark dabei als Einsatz. 
Wieviel darf 5 nach der Wahrscheinlichkeitsrechnung da- 
gegen setzen? 


Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, mit 4 Wür- 
feln so zu würfeln: 

41) Daß die vier Zahlen gleich werden? 

42) Daß drei Zahlen gleich werden, die vierte von ihnen 
verschieden? 

43) Daß zwei gleiche Zahlen auf zwei Würfeln und zwei 
andere gleiche Zahlen auf den beiden anderen Würfeln er- 
scheinen? 

44) Daß zwei Würfel gleiche Zahlen zeigen, der dritte 
Würfel eine von ihnen verschiedene Zahl zeigt und der 
vierte Würfel eine neue dritte Zahl zeigt? 

45) Daß alle vier Zahlen verschieden werden? 


46) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, mit 6 Würfeln 
so zu würfeln, daß alle sechs Zahlen verschieden werden? 
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Beim Skatspiel*) erhält von drei Spielern jeder 
zehn Karten, und zwei Karten werden (in den Skat) 
zurückgelegt. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, 
daß man in die Hand bekommt: 

47) Die vier Buben? 

48) Treff-Bube, Pik-Bube, Coeur-Bube, nicht Karo- 
Bube, und irgendwelche vier von den übrigen 7 Treff? 

49) Treff-Bube, Pik-Bube und dazu acht beliebige 
Karten, nur nicht Coeur-Bube und Karo-Bube? 

50) Nur einen Buben, sonst beliebige neun Karten? 

51) Von den Buben nur Treff und Pik, von Assen 
irgendwelche zwei, die übrigen sechs Karten sonst beliebig? 

52) Keinen Buben und kein As? 

53) In irgendwelchen zwei von den vier Karten- 
gattungen As und Zehn, sonst aber kein As und keine 
Zehn? 

Wie oft kommt es bei 100 Fällen durchschnitt- 
lich vor, daß beim Skatspiel (vgl. oben) im Skat 
liegen: 

54) Zwei Buben? 

55) Nur ein Bube? 

56) Kein Bube? 

57) Zwei Asse? 

58) Irgend ein As und irgend eine Zehn? 

59) Jemand findet beim Skatspiel (vgl. oben) unter 
seinen zehn Karten keinen Buben vor. Wie groß ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß im Skat mindestens ein Bube liegt? 

60) Jemand hat beim Skatspiel (vgl. oben) zwei Buben 
in die Hand bekommen. Er will gern Grand spielen, er- 
kennt aber, daß er ihn nur gewinnen kann, wenn die 
anderen Buben nicht beide bei einem seiner Gegner sitzen. 
Wieviel Prozent beträgt die Wahrscheinlichkeit, daß dieser 
für den Spieler günstige Fall eintritt? (Man beachte, daß 
es sich um die Verteilung derjenigen 22 Karten handelt, 


*, Die Anwendurg der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf das 
Skatspiel findet man ausführlich in Schuberts „Mathematischen 
Mußestunden“ (Leipzig 1900), Band II, Abschnitt II, & 2. 
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die der Spieler nicht erhalten hat, und daß dieselben sich 
auf die beiden Gegner und den Skat verteilen.) 


61) In einer Urne befinden sich « weiße, b schwarze, 
c rote Kugeln. Jemand nimmt «++» Kugeln heraus. 
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß von ihnen & weiß, 
ß schwarz, y rot sind? 

62) Aus einem Beutel, der 6 weiße und 6 schwarze 
Bohnen enthält, soll jemand beliebig viele (1 bis 12) Bohnen 
herausgreifen. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
er ebensoviel schwarze wie weiße Bohnen faßt? 

63) In einer Stadt von 50000 Einwohnern gibt es 
50 Herren, die Meyer heißen. Wie groß ist die Wahr- 
scheinlichkeit, daß man in dieser Stadt bei einer Herren- 
gesellschaft von 20 Personen mindestens einen trifft, der 
Meyer heißt? (Logarithmisch in Grenzen zu berechnen.) 

64) Jemand weiß, daß vier seiner Freunde Kajüts- 
passagiere erster Klasse auf einem Hamburg-Amerikanischen 
Dampfer sind, und liest in der Zeitung, daß dieser Dampfer 
Havarie erlitten hat und daß dabei von den 18 Kajüts- 
passagieren erster Klasse fünf ertrunken sind. Wie groß 
ist ihm die BRUST NS daß keiner der vier Freunde 
ertrunken ist? 


Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß das 
Produkt zweier Zahlen: 

65) Mit O endigt? 

66) Mit 5 endigt? 

67) Mit 2, 4, 6 oder 8 endigt? 

68) Mit 1, 3, 7 oder 9 endigt? 

69) Gerade ist? 

70) Ungerade ist? 

71) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß das 
Produkt dreier Zahlen gerade ist? 


72) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß das 
Produkt von vier Zahlen gerade ist? 


73) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem 
Würfel erst 6 Augen und dann 5 Augen zu würfeln? 
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74) Jemand würfelt zweimal nacheinander. Welche 
Wahrscheinlichkeit hat er, erst eine gerade Zahl und dann 
eine ungerade Zahl zu würfeln? 


75) Jemand besitzt in zwei Lotterien je ein Los. In 
der ersten kommen auf 100000 Lose 25000 Gewinne, in 
der anderen auf 80000 Lose 30000 Gewinne. Wie groß 
ist für ihn die Wahrscheinlichkeit, mindestens in einer der 
beiden Lotterien zu gewinnen? 


76) Jemand zieht aus einem Spiel von 32 Karten 
dreimal eine Karte, indem er immer die gezogene Karte 
nicht wieder hineinmischt. Wie groß ist die Wahrschein- 
lichkeit, daß er jedesmal eine schwarze Karte (Treff oder 
Pik) zieht? 

Ein Würfelspiel zwischen zwei Personen A und 
B besteht darin, daß derjenige gewinnt, der zuerst 
die Sechs würfelt. A fängt an zu würfeln. Welche 
Wahrscheinlichkeit hat D, das Spiel zu gewinnen, 
indem er die Sechs würfelt: 

77) Das erste Mal, wo er zu würfeln hat? 

78) Das zweite Mal, wo er zu würfeln hat? 

79) Das erste oder zweite Mal, wo er zu würfeln hat? 

80) Das dritte Mal, wo er zu würfeln hat? 

81) Ehe er zum vierten Male würfelt? 

82) Von zehntausend Geborenen erleben das 19. Lebens- 
jahr 5953, das 44. 4526, ferner das 33. 5245, das 58. 
3242 Personen. Wie groß ist demnach die Wahrscheinlich- 
keit, daß ein Ehepaar, von dem bei der Verheiratung der 
Mann 33, die Frau 19 Jahr alt sind, seine silberne Hoch- 
zeit feiern kann? 


Fünf Ereignisse treffen beziehungsweise mit 
den Wahrscheinlichkeiten w, %, %, W,, W, ein. 
Wie groß ist demnach die Wahrscheinlichkeit: 

83) Daß das erste und dritte Ereignis eintrifft, die 
übrigen nicht? 

84) Daß eins der Ereignisse eintrifft, die übrigen nicht? 


85) Daß irgendwelche zwei von den Ereignissen ein- 
treffen, die übrigen nicht? 
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86) Für einen Kurier, der aus einer belagerten Festung 
eine wichtige Nachricht an die Entsatzarmee zu bringen 
hat, beträgt die Wahrscheinlichkeit, die Reihen der Belagerer 


unbehelligt zu passieren, Wieviel Kuriere müssen 


BR . 
mindestens abgesandt werden, damit die Wahrscheinlichkeit, 
daß wenigstens ein Kurier unbehellist durchkommt, um 


die Nachricht zu überbringen, den Wert 2 erreicht oder 
übersteigt? I 

87) Wenn von n Karten, die nacheinander an zwei 
Personen A und BD vergeben werden, A die erste, B die 
zweite, A dann die dritte, B die vierte usw. erhält, und 
wenn derjenige gewinnen soll, der zuerst eine von gewissen 
»— v Karten erhält, während jede der übrigen v Karten 
keinen Gewinn bringen soll, so erhält man für die Wahr- 
scheinlichkeit, daß zuerst A eine der Gewinn bringenden 
Karten erhält: 

Su Vg 
Ww, = (N — dv) - == De -- 

wo die Indizes Kombinationszahlen andeuten. Dagegen be- 
trägt die Wahrscheinlichkeit, daß B eine der Gewinn 
bringenden Karten erhält: 


on) 5 


% 
D-n, 








| 


%, 


6-0, 








Me) 


Beweise diese beiden N 


88) Wenn, statt wie in Nr. 87 zwei Personen, es 
m Personen sind, die nacheinander n Karten bekommen, 
von denen 2 —v Gewinn bringen, so ergibt sich für die 
Wahrscheinlichkeit, daß die erste Person das Spiel gewinnt, 
indem sie zuerst eine der Gewinn bringenden Karten erhält, 
der Ausdruck: 


(n — 9) Um Vdm BER din... 
er N (m + 1) -Nnz+ı 7% m-+ 1) - Nan+ı 


Beweise dies. 





89) Um beim Skatspiel zu bestimmen, wer zuerst Karten 
geben soll, ist die folgende Methode üblich. Ein beliebiger 
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der drei Mitspieler nimmt die 32 Karten, gibt dem links 
von ihm sitzenden Spieler die erste Karte, dem dann 
folgenden die zweite, sich selbst die dritte, und so fort. 
Derjenige muß dann die Karten verteilen, bei dem zuerst 
ein Bube hinfällt. Man erkennt schon ohne weiteres, daß 
A,, welcher die erste Karte erhält, mehr Chancen hat, geben 
zu müssen, als A,, welcher die zweite Karte erhält, und 
dieser wieder mehr als A,, welcher die dritte Karte erhält. 
Um nun die Chancen rechnerisch genau angeben zu können, 
haben wir nur die Formel von Nr. 88 anzuwenden. Berechne, 
daß sich für A,, A,, A, die folgenden Wahrscheinlichkeits- 


\ 13585 11935 

brüche ergeben: 35960 oder 38 Prozent, 35960 
10440 

33 Prozent 


» 35060 oder 29 Prozent. 


oder 





Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
bei viermaligem Werfen einer Münze nach oben 
fällt: 

90) Das erste Mal die Schriftfläche, die drei anderen 
Male die Bildfläche? 

91) Die beiden ersten Male die Bildfläche, die beiden 
letzten Male die Schriftfläche? 

92) Irgendwelche zweimal die Bildfläche? 

93) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, bei fünf- 
maligem Würfeln einmal die Drei, viermal nicht die Drei 
zu werfen? 


EV ersdich gelingt, mit! der Wahrscheinlichkeit 5 


und es werden 9 Versuche angestellt. Dann ist anzunehmen, 
daß das Gelingen von 3 Versuchen und Mißlingen von 
6 Versuchen wahrscheinlicher ist, als daß mehr oder weniger 
als drei Versuche gelingen. Prüfe dies durch die zu be- 
stimmenden zehn Brüche rechnerisch. 


95) Die Wahrscheinlichkeit, daß ein Experiment gelingt, 
beträgt nn Wie hoch kann man gegen 1 Mark wetten, 


daß von 20 Malen, wo das Experiment gemacht wird, es 
8, 9, 10, 11 oder 12 mal gelingt? 


Schubert, Niedere Analysis. 2. Aufl. 5 
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96) Die Geschicklichkeiten zweier Saltaspieler A und B 
verhalten sich wie 2. zu 1, d.h. von drei Partien gewinnt 
A durchschnittlich zwei, B eine. Wie groß ist die Wahr- 
scheinlichkeit, daß von 6 Partien A mindestens drei gewinnt? 


Ss 9. Force-majeure-Probleme. 


w=[(e + -1.+& +P—- Dart IR, 
+ 4 lars-ıl 20 

= +Pß- ta +Pß— Dt --- 
+.(& + Bß— Darg-ıl:2etP73. 


Die französischen Mathematiker Fermat und Pascal be- 
gründeten um 1650 die Wahrscheinlichkeitsrechnung, indem 
sie die Lösung eines Problems von folgender Art erörterten. 
Zwei Spieler A und B zahlen beide einen gleichen Einsatz 
und verabreden, daß derjenige, der zuerst 5 Spiele gewonnen 
hat, den Gesamteinsatz erhalten soll. Die Wahrscheinlich- 
keit, ein Spiel zu gewinnen, sei für A und für B gleich 


groß, also für jeden = Nachdem nun A nur vier Spiele, 


B nur drei Spiele gewonnen hat, tritt eine solche Katastrophe 
ein, daß an eine Beendigung der Spielserie nicht mehr zu 
denken ist. Es fragt sich, in welchem Verhältnis der Ein- 
satz zu teilen ist. Daß A mehr zu beanspruchen hat als B, 
ist klar, da er dem verabredeten Ziele, fünf Spiele zu ge- 
winnen, näher gekommen war als B. Bei oberflächlicher 
Beurteilung könnte man daran denken, den Einsatz im Ver- 
hältnis der Anzahlen der gewonnenen Spiele, also wie 4 zu 3, 
zu teilen. Daß dies aber nicht richtig sein kann, ersieht 
man daraus, daß dann dasselbe Verhältnis ja auch zu 
nehmen wäre, wenn die verabredete Zahl der zu gewinnenden 
Spiele 100 statt 5 betrüge, während doch dann A dem Ziele 
bei weitem nicht so nahe gekommen wäre, also das eine 
Spiel, das A mehr als B tatsächlich gewonnen hat, bei 
weitem nicht so ins Gewicht fallen könnte Daß das 
richtige Teilungsverhältnis nicht 4 zu 3, sondern 3 zu 1 
ist, ergibt sich auf folgende Weise. Wenn weitergespielt 
würde, so müßte der Einsatz in zwei Fällen an A fallen: 
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erstens, wenn er das achte Spiel gewönne, zweitens aber 
auch, wenn er das achte Spiel verlöre, dafür aber das 
neunte gewönne. Da nun die Wahrscheinlichkeit, ein Einzel- 

| An Br 
spiel zu gewinnen, 5 ist, und, es zu verlieren, auch 53 ist, 
so ergibt sich für A die Wahrscheinlichkeit, den Einsatz zu 
erhalten, gleich 


Eine Bestätigung finden wir dadurch, daß wir für 5 
die Wahrscheinlichkeit, den Einsatz zu gewinnen, berechnen. 
B kann nur gewinnen, wenn er sowohl das achte als auch 
das neunte Spiel gewinnt. Hierfür ergibt sich aber die 
Wahrscheinlichkeit: 


Re 
5 - 


Der Umstand, daß die Summe der erhaltenen Brüche 
= und I gleich 1 ist, ergibt die gewünschte Bestätigung. 
Da sich die Teile, die A und B von dem Einsatz zu erhalten 
haben, verhalten müssen wie die Wahrscheinlichkeiten für 
1 
A 2 
d.h. 3 zu 1 als das gesuchte Teilungsverhältnis. Sehr viel 
komplizierter wird die Berechnung, wenn A und B zur Zeit, 
wo force majeure eintritt, dem verabredeten Ziele noch ferner 
sind. Halten wir dann die Zahl 5 als die verabredete Zahl 
der zu gewinnenden Spiele fest, nehmen aber an, A habe 
erst 3 Spiele, D erst 1 gewonnen, als eine Katastrophe die 
Spielserie unterbrach. A kann dann den Einsatz in zehn 
Fällen gewinnen. Diese zehn Fälle unterscheiden wir am 
einfachsten dadurch, daß wir, der Reihe nach, die Male, wo 
A gewinnt, mit a, die Male, wo 5 gewinnt, mit 5 bezeichnen, 
so daß also z.B.: 


das Gewinnen der Spielserie, so ergibt sich n zu 


babba 


bedeutet, daß B das erste, dritte und vierte Mal gewinnt, 
während A das zweite und fünfte Mal und demzufolge die 


5* 
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ganze Spielserie gewinnt. Für A sind günstig die folgenden 
zehn Fälle: 

aa, aba, abba, abbba, 

baa, baba, babba, 

bbaa, bbaba, 

bbbaa. 

Enthält eine solche Zusammenstellung p»mal einen der 

Buchstaben a oder b, so ist der zugehörige Wahrscheinlich- 
keitsbruch: 


Die Wahrscheinlichkeit, daß A die Spielserie gewinnt, 
ergibt sich daher aus der folgenden zehngliedrigen Summe: 


++ 
+B +6) +6) 


++) 





1\? 

+5) 
2342-22 +43-.2144.20 26 13 
gr 25 1,92 


Eine Kontrolle der Berechnung erhalten wir dadurch, 
daß wir die Wahrscheinlichkeit dafür berechnen, daß B die 
Spielserie gewinnt. Für B sind die folgenden fünf Fälle 
günstig: 

bbbb, bbbab, bbabb, babbb, abbbb. 


Daher ergibt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich: 


11\* 1\2 19 1\9 1\9 
2er 
ar RD. 
9% 25 32. 1.16. 
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Bei diesem zweiten Beispiele ist also der Spiel-Einsatz 
im Verhältnis 13 zu 3 zu teilen. 

Um die solche Probleme lösende allgemeine Formel zu 
finden, nehmen wir an, daß c die Anzahl der Einzelspiele 
sei, die A oder 5 gewonnen haben müssen, um den ganzen 
Einsatz zu bekommen, und daß A schon a Spiele, 5 schon 
b Spiele gewonnen habe, als force majeure eintrat, wo « 
und 5 natürlich beide kleiner als ce sein müssen. Es ist dann 
einfacher, die Zahl c— a=x« der Spiele einzuführen, die 
A noch zu gewinnen hätte, um das Ziel zu erreichen, und 
ebenso die Zahl c—b= ß der Spiele, die B noch zu ge- 
winnen hätte, um den Einsatz zu bekommen. Dann erkennen 
wir, daß A die Spielserie erstens gewinnt, wenn er nach- 
einander & mal gewinnt. Zweitens gewinnt A, wenn er 
unter den ersten x Malen x — 1 mal gewinnt und einmal 
verliert, aber dann das («x + 1)-te Mal gewinnt. Hiernach 


erhalten wir, da 2 die Wahrscheinlichkeit sowohl für das 


Gewinnen als auch für das Verlieren ist, zunächst: 


1\% ]\r+1 

SR 
wo der Faktor x,-ı deshalb gesetzt ist, weil A unter den 
ersten x Malen irgendwelche & — 1 Male gewinnen kann. 
Drittens gewinnt A, wenn er unter den ersten x + 1 Malen 
& — 1 mal gewinnt und zweimal verliert, aber dann das 
& + 2)-te Mal gewinnt. Da es gleichgültig ist, welche 
& — 1 Male es sind, wo A unter den ersten x +1 Malen 
gewinnt, so ist (x + 1)«-ı der Koeffizient, mit welchem 


er? BR, Ä : 
ei zu multiplizieren ist. Hiernach ist das Gesetz, das 


die aufeinanderfolgenden Glieder der zu berechnenden Summe 
befolgen, erkennbar. Da A höchstens $ — 1 mal verlieren 
darf, wenn nicht der Gewinn der Spielserie B zufallen soll, 
so muß das letzte Glied der Summe, die für A die Gewinn- 
wahrscheinlichkeit ausdrückt, sich auf den Fall beziehen, 
daß unter den ersten + —2 Malen A «x — 1mal, 
B $— 1 mal gewinnt, und daß darauf beim (x + $ — 1)-ten 
Spiel A gewinnt. Demnach ergibt sich für die Wahr- 
scheinlichkeit w,, daß A die Spielserie gewinnt, folgendes: 
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& &+l &-+2 
Wu = *) u +@+Dealo) 


1\#+3 1\#+2-1 
+e+ 2-2) 4. @ Be 
woraus man erhält: 
2er. = 2Pl +0,-26-24 (x 4 1), - 2873 
++ MD) Pt +... (+ PB — 2)a-ı:2°. 


Die rechte Seite dieser Gleichung stimmt aber mit der 
rechten Seite der in $4 bewiesenen Formel VIII) überein, 
wenn b=ß—1,0a=&-+ß-—1 gesetzt wird. Also ergibt 
sich, gemäß der zitierten Formel: 


zer. wel +1 ta +P-D +... +6 +P-Ds-ı 
oder: 

. & + bb te + Her 
a Da+ß-1 . 


Vertauscht man nun & und f, so muß sich hieraus die 
Wahrscheinlichkeit w, dafür ergeben, daß B die Spielserie 
gewinnt. Man erhält demgemäß: 


DO a ae lee em ee t&arßmdeı 


W nr  9Ya+ß-1 ar T 

Die Summe der beiden Wahrscheinlichkeitsbrüche «, 
und w, muß 1 (Gewißheit) ergeben. Dies erkennt man, 
wenn man den Zähler des w, darstellenden Bruches nach 
der Formel I) des $ 4 umformt. Dadurch erhält man: 


erh —Dars-ı tat ß—Dars-2 tr Far —Dde 





w, = 


Dar+tß-1 
Durch Addition erhält man nun: 
a I HR ZN, Fr a re 
Darrpß-1 
er BT Ut. BEP Ve: 1 Du 
DEREN EN Ya+ß- 1 = D) 


da der Zähler des w, + w, gleichgesetzten Bruches die 
binomische Entwicklung ($ 5) von 1 +1 darstellte. 
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Es erübrigt, die entwickelten allgemeinen Formeln für 
w, und w; auf die beiden im Eingang gegebenen Beispiele 
anzuwenden. Im ersten dieser Beispiele ist a=1,f=2. 
Daher: 
2 +2 3 2 1: 
2 u 
Im zweiten Beispiele ist x=2, ß=4. Daher: 
Ne 


a ie 
B ak ARTEN 
h 25 I 16R 

Drittens habe A zur Erreichung des verabredeten Zieles 
noch 5 Spiele, B noch 6 Spiele zu gewinnen, als force 
majeure eintrat und der Einsatz geteilt werden sollte. 
Dann ergibt sich: 

Ki rt #10, +10, 410, +10, 0638 319 

IR 220 um3024, 7.012 

oder 62 Prozent; 
_1%+10,+1%-+10, +10, _ 386 _ 193 
N 1024° 512 
oder 38 Prozent. 

Viertens habe A nötig, noch 2 Spiele, B aber, noch 
9 Spiele zu gewinnen, um so den ganzen Einsatz zu erhalten, 
als die jähe Spielunterbrechung stattfand. Dann ist der 
Einsatz im Verhältnis w, zu w, zu teilen, wo w, und w, 
sich in folgender Weise aus der oben aufgestellten Formel 
ergeben: 

Wa = (10, + 10, + 10, + 10, + 10, + 10, + 10, + 10, 

+ 10,):21° = 1013:1024 ; 

w, = (10, + 10,): 210 = 11:1024. 

Hiernach hat also A fast 99 Prozent, B wenig über 
1 Prozent von dem Einsatz zu beanspruchen. 

Aus den gegebenen Beispielen erkennt man, daß, wenn 
der Unterschied der noch zu gewinnenden Spiele bei A und 
B wächst, noch schneller der Unterschied der Wahrschein- 
lichkeitsbrüche wächst. 





Wwy 
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Übungen. 


1) Zwei Brüder verabreden ein Würfelspiel mit einem 
Würfel derartig, daß derjenige vom andern 1 Mark gewinnen 
soll, der zuerst 6 mal eine gerade Zahl gewürfelt hat. Nach- 
dem der ältere Bruder 4 mal, der jüngere Bruder 3 mal eine 
gerade Zahl gewürfelt hat, beschließen sie aufzuhören, und 
nach Maßgabe der schlechteren Annäherung an das Ziel 
sollte der jüngere Bruder an den älteren zahlen. Wieviel 
hatte er zu zahlen? 

2) Eine Spielserie, bei der jedes Einzelspiel mit der 


Wahrscheinlichkeit 3 gewonnen wird, wird unterbrochen, 


als der erste der beiden Spieler noch 3, der zweite 4 Spiele 
zu gewinnen hatte, ehe der Einsatz von 6 Mark für die 
Spielserie von einem der beiden Spieler gewonnen sein 
sollte. Wie sind die 6 Mark unter die beiden Spieler zu 
verteilen? 

3) Beweise, daß, wenn beide Spieler bis zur Erreichung 
des Ziels noch gleichviel Spiele der Serie zu gewinnen 
haben, die Wahrscheinlichkeit des Gewinns der Serie für 


jeden > beträgt, vorausgesetzt, daß jedes Einzelspiel mit der 
Wahrscheinlichkeit 5 gewonnen wird. 


4) Wenn die Wahrscheinlichkeit, ein Einzelspiel zu 
gewinnen, p beträgt, es zu verlieren, also 1 —» beträgt, 
und wenn der Spieler A noch &, B noch $ Einzelspiele zu 
gewinnen hat, ehe er die Spielserie gewonnen hat, so be- 
trägt die Wahrscheinlichkeit w„ des Gewinns der ganzen 
Serie für A: 


wa — Ye-14 %-1ı:1-9!+(& + 1)-ı(l 2% 
a RE 
Dagegen beträgt sie für B: 
= (L-PPIB— Yp-ı+ Bo-ı-P! + B+ Der Pet... 
++ BNP]. 
Beweise diese beiden Resultate. e) 


5) DBerechne nach Nr. 4 w, und w, für Ber ? 
= Die 3 
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6) Beweise durch Rekursionsformeln, daß die in Nr. 4 
w, und ws, gleichgesetzten Ausdrücke die Summe 1 haben. 


7) Für drei Spieler A, B, © beträgt die Wahrschein- 
lichkeit, ein Einzelspiel zu gewinnen, je En Sie ver- 


abreden eine Spielserie derartig, daß derjenige den Einsatz 
von 270 Mark gewinnen sollte, der zuerst 4 Spiele gewonnen 
hat. Als aber A erst ein Spiel, B zwei Spiele, Ü drei 
Spiele gewonnen hat, wird die Spielserie jäh unterbrochen. 
In welchem Verhältnis ist der Einsatz von 270 Mark zu 
verteilen ? 

8) Bei drei Spielern A, B, © betrage die Wahrschein- 
lichkeit, ein Einzelspiel zu gewinnen, beziehungsweise @, b, ec. 
Ferner habe A noch «x, B noch $, © noch y Spiele zu 
gewinnen, ehe die Spielserie als gewonnen gilt. Dann ist 
für A die Wahrscheinlichkeit, die Spielserie zu gewinnen, gleich 


a® D.e(« H-v-w—1)! 
By)! Di v!w! 
wo die Summe über alle Paare von ganzen Zahlen von 


v=-0 und w=0 bis v=$—1 und w=y—1 zu er- 
strecken ist. Beweise dies. 


’ 
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ww HWH ... + Wn 





U; 





In drei Urnen A, B, C befinden sich beziehungsweise 
a, b, ce weiße Kugeln, überhaupt aber befinden sich in jeder 
der drei Urnen » Kugeln. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, 
aus der Urne A, B, Ü eine weiße Kugel zu ziehen, be- 
ziehungsweise: | 
a 6b c 


ne 
Nun entnimmt die Person P, in Abwesenheit der Person @, 
aus einer der drei Urnen eine Kugel, die sich als eine weiße 


ausweist. Es fragt sich nun, mit welcher Wahrscheinlichkeit 
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Q nachher anzunehmen hat, daß die gezogene weiße Kugel 
der Urne A oder der Urne BD oder der Urne C entnommen 
ist. Es ist klar, daß die gesuchten drei Wahrscheinlichkeits- 
brüche sich verhalten müssen 

a b 


! c 
we — u — zu —, 

N N N 
also auch: 


wie a zu bb. zu 


Es ist aber auch klar, daß die Summe der drei ge- 
suchten Brüche 1 sein muß, da die gezogene weiße Kugel 
mit Notwendigkeit aus einer der drei Urnen stammen muß. 
Wir haben daher die Zahl 1 im Verhältnis @:b:c zu teilen. 
Wir erhalten also: 


ya RN 

aber. ++ cc” Dartperr 
als die drei Brüche, welche die Wahrscheinlichkeit dafür 
ausdrücken, daß die gezogene weiße Kugel beziehungsweise 
der Urne A, B oder C entstammt. Wenn man Zähler und 
Nenner jedes dieser drei Brüche durch » dividiert, so er- 
hält man: 

Wa W We 


TREE LUTET ee ae nad 
Wa + Wu + We ’ Wat W + We Wat Wt We 


wo Wu, Wp, W. die Wahrscheinlichkeiten dafür bedeuten, daß 
eine beziehungsweise aus den Urnen A, B, C gezogene Kugel 
weiß ist, 

Dieses Beispiel läßt die Richtigkeit des folgenden all- 
gemeinen Satzes erkennen: Wenn ein eingetretenes Er- 
eignis n verschiedene Ursachen 

U Ds te 
haben kann, und das Ereignis durch die alleinige 
Wirkung der Ursache U, mit der Wahrscheinlich- 
keit w, eintritt, durch U, mit der Wahrscheinlich- 
keit w, usw., so ist, wenn das Ereignis wirklich 


eingetreten ist, die Wahrscheinlichkeit «, dafür, 
daß die Ursache T,; es bewirkt hat: 


WW; 


WWW + ... + Un 


U; == 


$10. Ursachen-Probleme. 75 


Mit Hilfe dieses allgemeinen Satzes kann man zunächst 
das folgende Problem lösen. Angenommen, jemand wisse 
von den in einer Urne befindlichen Kugeln nur, daß ihre 
Anzahl » ist, aber nicht, welche Farbe dieselben haben. Er 
zieht eine Kugel heraus, und es stellt sich heraus, daß 
dieselbe weiß is. Es fragt sich dann, wie groß die 
Wahrscheinlichkeit dafür sei, daß die Urne p weiße Kugeln 
enthalte, wo p=n sein muß. Das Ziehen der weißen 
Kugel kann n Ursachen haben, indem die Urne eine, zwei, 
drei usw. bis n Kugeln enthalten haben kann. Die n 
Ursachen bewirken das Ereignis mit den Wahrscheinlich- 
keiten: 


2 %) 4 N 


Daher ist die Wahrscheinlichkeit «,, daß die Urne, aus 
der die weiße Kugel gezogen ist, ? weiße Kugeln enthalte, 
gleich: 


A 
0 R l 
WW... ae 
a ur 





Die Summe aller Zahlen von 1 bis n beträgt aber nach 
$ 4: Inn +1). Daher ist die Wahrscheinlichkeit dafür, 


daß die Urne eine, zwei, drei usw. bis » Kugeln enthalte, 
beziehungsweise gleich: 


1 2 3 N 


8) .o.. 


i PETE 
ann+ 1) zn +1) znnt 1) 








1 u a 





Diese Resultate kann man verwerten, um auch das 
folgende Problem zu lösen: Jemand weiß nur, daß in einer 
Urne » Kugeln sind, aber nicht, wieviel weiße sich darunter 
befinden. Er hat eine Kugel gezogen und dieselbe erwies 
sich als weiß. Wie groß ist ihm die Wahrscheinlichkeit, 
daß, wenn er nochmal eine Kugel herauszieht, dieselbe wieder 
weiß ist? Um dieses Problem zu lösen, beachten wir, daß, 
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wenn die Urne i weiße Kugeln enthält, die Wahrscheinlich- 
keit, eine weiße zu ziehen, gleich a wird. Wir erhalten 


also für den Fall, daß : weiße Kugeln in der Urne sind, als 
Wahrscheinlichkeit, daß eine zweite gezogene Kugel wiederum 
weiß ist, das Produkt der beiden Wahrscheinlichkeitsbrüche 


i 


1 
DRAU +1) 





i 
und ern) 


Wir haben also in dem Produkte 
i2 
Sn: (rn +1) 


für : nacheinander die Zahlen 1, 2, 3, ... bis n zu setzen 
und die erhaltenen Brüche zu addieren. So ergibt sich: 


1242432 +..+m 
' | 
5m +1) 





Nun ist aber in $ 4 die Summe der Quadratzahlen 
von 1? bis n? gleich = n(n-+-1)(2n +1) gefunden. Folglich 


erhalten wir für die Wahrscheinlichkeit, daß, nachdem eine 
weiße Kugel aus einer Urne gezogen ist, eine zweite 
gezogene Kugel wiederum weiß ist, den Ausdruck: 


nn +1)@r-+]1) 





an 





2n-+1l 
Sm: (n +1) 
Wenn man in den gefundenen Wahrscheinlichkeitsbruch 
der Reihe nach die Zahlen 1, 2, 3, ...n einsetzt, so erhält 
man Brüche, die, mit r beginnend, sich mehr und mehr 


2 . . 
dem Bruche — nähern, wie man aus 


3 
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1 
Leu. 


2n-+1 oh 


Ian 3 


erkennt. Unser Resultat lautet also: Wenn aus einer 
Urne, von der man nicht weiß, wieviel Kugeln sie 
enthält, geschweige denn, wieviel weiße sie ent- 
hält, eine Kugel herausgezogen ist, die weiß ist, 
so ist, nachdem dieselbe wieder hineingelegt ist, 
mindestens 2 Mark gegen 1 Mark zu wetten, daß 
beim nochmaligen Greifen in die Urne die Farbe 
der ergriffenen Kugel wiederum weiß ist. 


Wir nehmen nunmehr an, daß die zuerst gezogene 
weiße Kugel nicht wieder in die, Urne zurückgelegt ist. 
Dann erhalten wir durch dieselbe Überlegung: 


a Br 


Snln+1) Da 





für die Wahrscheinlichkeit, daß a weiße Kugeln in der 
Urne waren und zugleich beim zweiten Griff wieder eine 
weiße Kugel gefaßt wird. Für dieses Produkt können wir 
aber schreiben 


a(a — 1) 
ei: 2 4.4, 


n—Inm+1) m—In-m+1) 


Setzen wir nun wieder für « der Reihe nach die Zahlen 
von 1 bis n» ein, und addieren die erhaltenen Quotienten, 
so erhalten wir: 

4: tat. tm) | 4.(n-+1), 
(n — 1)n(n + 1) (n — 1)n(n +1) 
oder 
r 
1. n+lnm-—1) 2 


m-Ynn+) 3 
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In diesem Falle ist also die Wahrscheinlichkeit, unab- 
hängig von der Gesamtzahl der in der Urne befindlichen 


Kugeln, gleich =. Wenn man also von den Farben und 


der Anzahl der in einer Urne befindlichen Kugeln gar nichts 
weiß, so kann man, nachdem eine weiße Kugel heraus- 
gezogen und nicht wieder in die Urne zurückgelegt ist, 
2 gegen 1 wetten, daß die nächste Kugel, die man greift, 
wieder weiß ist. 


Bisher haben wir nur die Fälle betrachtet, in denen 
vorausgesetzt ist, daß nur einmal eine Kugel gezogen 
war, als eine zweite gezogen werden sollte. Wir dehnen 
jetzt das Problem auf den Fall aus, daß schon zwei oder 
mehr Kugeln gezogen waren, die alle weiß waren, und 
dann die Wahrscheinlichkeit berechnet werden soll, daß die 
von neuem gezogene Kugel wiederum weiß ist. Dabei 
unterscheiden wir wieder, ob die jedesmal gezogene Kugel 
wieder in die Urne gelegt wird oder nicht. Zuerst nehmen 
wir an, daß sie wieder hineingelegt wird, und daß zwei 
weiße Kugeln gezogen waren, als eine dritte Kugel ge- 
zogen werden sollte. Dann erhalten wir für die Wahr- 
scheinlichkeit, daß das Weißsein von zwei gezogenen Kugeln 
darin seinen Grund hat, daß a weiße Kugeln in der Urne 
waren, den folgenden Ausdruck: 


N a? 








N 


a? 


ann +1)2n-+1) 
Multiplizieren wir diesen Quotienten mit - ‚ so erhalten 


wir die Wahrscheinlichkeit dafür, daß «a weiße Kugeln in 
der Urne waren und beim dritten Hineingreifen wieder eine 
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weiße Kugel gezogen wird. Setzen wir dann in dem er- 
haltenen Produkte für a alle Zahlen von 1 bis », und 
addieren, so erhalten wir: 


IE ATI 
nem +1)@2r-+]1) 
oder 
1 
zguUm+n ei, 


nt N@n +1) ae 


Dieser Bruch nähert sich bei wachsendem n dem 
Bruche a Es ist also mindestens 3 gegen 1 zu wetten, 


daß, nachdem zwei gezogene Kugeln weiß waren, eine dritte 
gezogene wieder weiß ist. So kann man weitergehen, in- 
dem man annimmt, daß schon drei oder noch mehr Kugeln 
gezogen waren, die sich alle als weiß erwiesen haben. So 
erhält man, daß, nachdem schon v weiße Kugeln gezogen 
waren, die Wahrscheinlichkeit, daß auch der (w + 1)-te 
Griff eine weiße Kugel erscheinen läßt, gleich einem 
Bruche ist, der sich bei wachsendem » immer mehr dem 
Bruche 

v+1 

+2 


nähert, so daß man also mindestens +1) Mark gegen 
1 Mark wetten kann, daß man, nachdem man » weiße 
Kugeln gezogen hat, wieder eine weiße zieht. 

Wir nehmen zweitens an, daß die gezogenen Kugeln 
nicht wieder in die Urne gelegt werden, und daß allgemein 
v Kugeln gezogen sind, die sämtlich sich als weiß erwiesen 
haben. Dabei ist es dann offenbar gleichgültig, ob die 
v Kugeln nacheinander oder mit einem einzigen Griff ge- 
zogen sind. Es handelt sich nun darum, die Wahrschein- 
lichkeit dafür zu finden, daß noch weitere w gezogene 
Kugeln auch sämtlich weiß sind. Nach dem oben ab- 
geleiteten allgemeinen Ursachensatz ist die Wahrscheinlich- 
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keit, daß die gezogenen v weißen Kugeln davon herrühren, 
daß die Urne « weiße Kugeln enthält, gleich i 





La 
N, 
v, @+M) , nm +2) N, 
Pen HESEE TUG RN 
an a, 


"»+P+D+...+n nt 

Diese Wahrscheinlichkeit haben wir mit der Wahr- 
scheinlichkeit zu multiplizieren, daß weitere w gezogene 
Kugeln auch weiß sind, also mit: 

(@ de Oo 
(N — do 
Demnach gibt das Produkt: 
Ay (a — Vo 
(n er D)o+1 2 (n Aug VO) 
die Wahrscheinlichkeit W, dafür an, daß, falls « weiße Kugeln 
in der Urne waren, nach v® gezogenen weißen Kugeln weitere 
w gezogene Kugeln auch weiß sein werden. Die in dem 
gefundenen Wahrscheinlichkeitsbruch vorkommenden Kombi- 
nationszahlen drücken wir nun durch Fakultäten aus. Da- 
durch erhalten wir: 
aa - Ve +YIR —-Yuln uw zu) 
"oa — v)!wi(a — v — w)!(n + 1)! m — v)! 
. aln —v— w!@w-+1) 
(a —-v— wa -+ 1)! 

In dem für W,gefundenen Ausdruck multiplizieren wirnun 

Zähler und Nenner mit („+w-+1)! Dadurch erhalten wir: 


an - v —- ww +1) +w+1)! 








27 (a -v— wm +1)! +w+1)! 
ae ce a! .,®+w+1)!n-v—w)! 
v+w+1 + w)!(a—v— w)! (rn + 1)! 
v+1 4 
TE re et 
v+-w-+l (nr + D)o+w+1 
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Aus W, erhalten wir die gesuchte Wahrscheinlichkeit W, 
indem wir für @ nacheinander die Zahlen v+w,v+w-+1 
usw. bis n einsetzen. Nun ist aber nach $4 F. II]): 


(v + W)o+w eo. (® + w ar lee Ir Noto = (n ar arerı . 
Deshalb erhalten wir für W: 


re Enaen.  Hiei 


oder 

UL, 

rt 

Wir erhalten also das merkwürdige Resultat, daß die 

gesuchte Wahrscheinlichkeit unabhängig von der Anzahl n der 
in der Urne befindlichen Kugeln ist. Unser Resultat heißt 
also in Worten: Gleichviel, wie groß die Anzahl der 
in einer Urne befindlichen Kugeln ist, immer ist 
die Wahrscheinlichkeit, daß, nachdem v»v weiße 
Kugeln aus der Urne gezogen sind, weitere w ge- 
zogene Kugeln auch weiß sind, gleich 


ee 
vw+1' 

Dieser Wahrscheinlichkeitsbruch wird kleiner als = 
wenn w>v-+1 ist, gleich a wenn @=9%-+1 ist, und 
größer als 5, wenn w<v +1 ist. 

Die voranstehenden Betrachtungen, bei welchen 
das Ziehen einer weißen Kugel als geschehenes 
oder zu erwartendes Ereignis gewählt ist, lassen 
sich natürlich auf alle Verhältnisse übertragen, 
deren Ursachen unbekannt sind. 

Übungen. 


1) Zwei Urnen A und B enthalten beziehungsweise 4 
und 7 weiße Kugeln. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, 
daß eine gezogene weiße Kugel aus der Urne A stammt? 


Schubert, Niedere Analysis. 2. Aufl. 6 
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2) Jemand weiß, daß von drei Skatspielern A, B, C: 
A4 Treff, B2 Treff und C 1 Treff in der Hand hatte. Er 
tritt hinzu und sieht eine Treffkarte, die als erste Karte 
ausgespielt ist, auf dem Tische liegen. Wie groß ist für 
ihn die Wahrscheinlichkeit, daß dieselbe von A, von B, 
von Ü ausgespielt ist? 

3) A teilt ein Whist-Spiel von 52 Karten in vier 
Häufchen. In das erste legt er 5, in das zweite 4, in das 
dritte 2 und in das vierte auch 2 Coeurs. Während A sich 
entfernt hat, entnimmt .B einem der vier Häufchen ein Coeur. 
Welche Wahrscheinlichkeit hat A für die Annahme, daß die 
Coeurkarte dem zweiten Häufchen entnommen ist? 


4) In den fünf Fächern eines Portemonnaies sind be- 
ziehungsweise 3, 4, 5, 6, 7 Markstücke. Wie groß ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß ein Markstück, das einem der Fächer 
entnommen ist, vom vierten oder fünften Fach herrührt? 


5) Sechs Urnen enthalten beziehungsweise a,b, c,d,e,f 
rote Kugeln. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
eine irgendwo herausgenommene rote Kugel nicht aus der 
sechsten Urne stammt? 


6) In einer kleinen Stadt liegen vier Kompagnien in 
Garnison. Die erste enthält 10, die zweite 3, die dritte 2, 
die vierte einen Einjährigen. Der Hauptmann, welcher die 
Kompagnie mit 10 Einjährigen kommandiert, liest, während 
er auf Urlaub ist, in der Zeitung, daß ein Einjähriger seiner 
Garnisonsstadt sich duelliert hat. Mit wieviel Wahrscheinlich- 
keit hat er anzunehmen, daß der Einjährige seiner Kompagnie 
angehört? 

7) In einer Urne sind 10 Kugeln. Jemand, der nicht 
weiß, wieviel weiße Kugeln sie enthält, hat ihr eine weiße 
Kugel entnommen. Wie groß ist ihm nun die Wahrschein- 
lichkeit, daß die Urne zehn weiße Kugeln enthält? 


8) In einer Sparbüchse befinden sich 20 Geldstücke, 
nämlich 0 bis 20 Zehnpfennigstücke und 20 bis 0 Fünfzig- 
pfennigstücke. Jemand hat ein Fünfzigpfennigstück heraus- 
fallen lassen. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
mehr als 10 Fünfzigpfennigstücke in der Sparbüchse sind? 


9) Aus einem Päckchen von 6 Karten, bei dem man 
nicht weiß, wieviel Treff, wieviel Pik, wieviel Coeur und 
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wieviel Karo dasselbe enthält, ist eine Karte herausgenommen. 
Dieselbe ist ein Karo. Sie wird wieder unter das Päckchen 
gemischt. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß das 
Päckchen 5 Karos enthält, und daß zugleich eine neue 
gezogene Karte: a) wieder Karo ist; b) kein Karo ist? 


10) Aus einer Urne mit 10 Kugeln, deren Farben man 
nicht kennt, wird eine Kugel herausgenommen, die rot ist, 
und wieder zurückgelegt. Die Wahrscheinlichkeit, daß die 
Urne 7, 8, 9 oder 10 rote Kugeln enthält, und daß zugleich 


eine neugezogene Kugel wieder rot ist, beträgt . . Warum? 

11) Eine aus einer Urne mit zwölf Kugeln heraus- 
genommene Kugel ist schwarz. Wie groß ist die Wahr- 
scheinlichkeit, daß, nachdem die gezogene Kugel wieder 
zurückgelegt ist, eine neu herausgenommene Kugel: a) wieder 
schwarz ist; b) nicht schwarz ist? 


12) Ein Knabe hat in einem Säckchen weiße und 
schwarze Bohnen, weiß aber nicht, wieviel Bohnen es sind, 
geschweige denn, wieviel weiß und wieviel schwarz sind. 
Er nimmt eine heraus. Dieselbe ist weiß. Er steckt sie 
nun nicht wieder zurück in das Säckchen, sondern zieht 
eine neue Bohne. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
sie wieder weiß ist? 


13) Aus einer Sparbüchse mit 16 Münzen ist ein Zehn- 
pfennigstück herausgefallen. Nachdem dasselbe wieder hinein- 
gelegt ist, ist wiederum ein Zehnpfennigstück herausgefallen. 
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß alle 16 Münzen 
Zehnpfennigstücke sind? 


14) Einer Urne mit 8 Kugeln ist eine weiße Kugel 
entnommen, und, nachdem dieselbe wieder zurückgelegt ist, 
von neuem eine weiße Kugel entnommen. Wie groß ist 
die Wahrscheinlichkeit, daß die Urne 6 weiße Kugeln 
enthält und zugleich eine dritte gezogene Kugel wieder 
weiß wird? 

15) Aus einem Päckchen von 20 Karten ist eine Treff- 
karte herausgenommen und wieder in das Päckchen hinein- 
gemischt. Eine zweite gezogene Karte ist von neuem Treff. 
Auch diese wird in das Päckchen wieder hineingemischt. 


6* 
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Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß auch eine dritte 
gezogene Karte Treff wird? 


16) Die Aufgabe 15) soll für den Fall gelöst rn, 
daß vorher dreimal eine Treffkarte gezogen war und nach 
der Wahrscheinlichkeit gefragt wird, daß auch zum vierten 
Male Treff gezogen wird. 


17) Jemand sieht, daß drei Kinder, die einen Kinder- 
garten verlassen, Mädchen sind. Wie groß ist ihm die 
Wahrscheinlichkeit: a) daß das vierte den Kindergarten ver- 
lassende Kind ein Mädchen ist, b) daß nach den drei Mädchen 
noch weitere 7 Kinder, die aus dem Kindergarten kommen, 
Mädchen sind? 


18) Unter der Annahme, daß der in der ersten Hälfte 
des Mai meist beobachtete Kälterückschlag ganz unbekannte 
Ursachen habe, soll berechnet werden, wie groß die Wahr- 
scheinlichkeit sei: a) daß er im nächsten Jahre eintreffe, 
b) daß er zehn Jahre nacheinander eintreffe, vorausgesetzt, 
daß er 20 Jahre nacheinander beobachtet sei. 
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WU... mtl —- ww)... dm) 





Unter zehn Malen sage A durchschnittlich siebenmal 
die Wahrheit, dreimal die Unwahrheit. Dann ist die Wahr- 


scheinlichkeit, daß er die Wahrheit sagt, 1 P 


N von A einen Bericht über eine Sache hört, bei der es 
sich nur um ja oder nein handelt, und A berichtet im be- 
jahenden Sinne, so ist für N die Wahrscheinlichkeit, daß 


die Sache sich wirklich so verhält, In Wenn nun aber 


zwei Personen A und B, von denen jeder die Glaubwürdig- 


Wenn also 


keit z hat, beide übereinstimmend an N berichten, so 


fragt es sich, mit welcher Wahrscheinlichkeit N dem über- 
einstimmenden Berichte Glauben zu schenken hat. Daß 
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diese Wahrscheinlichkeit nicht m mal Tr sein kann, er- 


gibt sich schon daraus, daß sie größer als 10 


7 7 ; RR R I 
10 mal 10 aber kleiner als 10 ist. Wir haben vielmehr zu 


bedenken, daß in 10 mal 10 Fällen, wo A und B berichten, 
ein übereinstimmender Bericht nur in 7 mal 7 plus 3 mal 3 
Fällen abgegeben werden kann, wenn nämlich A und B 
beide die Wahrheit sagen, und auch, wenn A und B beide 
die Unwahrheit sagen. Die Person N hat daher mit der 
Wahrscheinlichkeit: 


werden muß, 


BT Hin d9 
7.7+3.3 58 
anzunehmen, daß der übereinstimmende Bericht von A und 
B auf Wahrheit beruht. Denkt man sich den Bruch 7.125 N 
durch 10 - 10 dividiert, so erscheint im Zähler das Produkt 
der Brüche, welche die Glaubwürdigkeit der Berichterstatter 
A und DB ausdrücken, im Nenner aber die Summe dieses 
Produktes und des Produktes derjenigen beiden Brüche, 
welche ausdrücken, daß A und B beide lügen. So erhält 
man allgemein, wenn w, die Glaubwürdigkeit von A,, w, 
die Glaubwürdigkeit von A, ausdrückt, daß der Bruch: 


ww w+(l—w)(l — w,) 
die Wahrscheinlichkeit ausdrückt, daß ein übereinstimmender 
Bericht von A, und von A, auf Wahrheit beruhe. Wenn aber 
der Bericht nicht übereinstimmt, indem A, das Gegenteil von 
dem behauptet, was A, behauptet hat, dann ist die Wahrschein- 
lichkeit, daß das, was A, gesagt hat, auch wahr sei, gleich: 
w, (1 — w,) Hs 
ww) +1 w)w 
Ebenso ergibt sich in diesem Falle für die Wahrschein- 
lichkeit, daß der Bericht von A, auf Wahrheit, der von 
A, auf Unwahrheit beruht, gleich 
a Be ar ar) 
(1 — w)w, + w,(1 — w,) w (1 — w,) + (1— w)w ' 
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Wenn allgemein » Berichterstatter A,, Ay, -.. An da 
sind, welche beziehungsweise die Glaubwürdigkeiten: 


haben, so hat ein übereinstimmender Bericht aller » Bericht- 
erstatter die Glaubwürdigkeit: 


Du RR W, We Wp +. . Up 
WWW + — wm) — w)(L 0)... (1, 
Für den Fall, daß alle n Berichterstatter dieselbe Glaub- 
würdigkeit haben, indem jeder mit der Wahrscheinlichkeit w 
die Wahrheit sagt und mit der Wahrscheinlichkeit 1 — w 
lügt, ergibt sich insbesondere: 
ww” 


w+(l—wr' 





NR 1 
Man kann von vornherein wissen, daß, wenn w = B 


ist, W stets e bleiben muß, wie groß auch n sei. In der 
Tat ist: 


BG ae 


Ebenso erkennt man a priori, daß für w a die 


Glaubwürdigkeit W mit wachsendem n immer größer werden 
muß, indem sie sich mehr und mehr der Gewißheit 1 nähert. 


Dies zeigt auch der obige Bruch, da für w = die Potenz 
(1 — w)*" sich bei wachsendem » der Null nähert. Dagegen 
mub für w < die Glaubwürdigkeit w bei wachsendem n 


sich der Null nähern, was auch aus dem obigen Bruche er- 
sichtlich ist, wenn man bedenkt, daß dann z0* bei wachsen- 
dem » sich der Null nähert, (1 — w)* aber immer größer 
wird, um schließlich größer zu werden, als jede noch so 
große Zahl. 
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Wenn nicht alle » Berichterstatter übereinstimmend be- 
richten, sondern p dasselbe sagen, während die übrigen q 
das Gegenteil übereinstimmend behaupten, und wenn dann 
wieder 

s w, $) Ws $) Ws ... Wp y 
sowie 

w , W2 > LK ER | w, 
beziehungsweise die Glaubwürdigkeit der einzelnen Bericht- 
erstatter ausdrücken, so ergibt sich: 


W= 
WW... WL — w)(l — W;)... he) 
WW... — wi)(l — w3)...(1— wi) +(l—w,)...(L—%,)-wi-w3...W; 


für die Glaubwürdigkeit der Aussage der ersten » Bericht- 
erstatter. Wenn wieder die Glaubwürdigkeiten der p+q 
Berichterstatter sämtlich einander gleich, nämlich gleich w 
sind, so erhält man insbesondere: 
wr(1 — w)! 

wr(1 — w)! + (1 — w)P wi 

für die Wahrscheinlichkeit, daß die p Berichterstatter Wahres 
berichtet haben. Ist in diesem Falle y =g, so ergibt sich 


W= 


1 - ; f N RAR 
W= 5 gleichviel, wie groß w ist, was auch a priori er- 


kannt werden konnte. 

Bisher war immer vorausgesetzt, daß die Berichte der 
berichtenden Personen unabhängig voneinander waren. Wenn 
nun aber die erste Person A,, die das Ja oder Nein zu 
sagen in der Lage ist, an A, weiter berichtet und A, dann 
an N berichtet, so hat N den gehörten Bericht in zwei 
Fällen für wahr zu halten: erstens, wenn A, und A, beide 
die Wahrheit sagen, zweitens, wenn sie beide lügen. Be- 
zeichnen also wieder w, und w, die Glaubwürdigkeiten von 
A, und A,, so erhält man: 


WW + (1 — w,)(l — %,) 
als Maß der Glaubwürdigkeit dessen, was A, an N berichtet. 
Auch dieses Problem einer Berichtkette läßt sich leicht 


auf n Personen ausdehnen. Es berichte also A, an A,, 
A, an A, und so fort, bis A„ schließlich an N berichtet. 
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Dann kommt die Wahrheit zu den Ohren von N in folgenden 
Fällen: erstens, wenn alle n» Personen die Wahrheit sagen, 
zweitens, wenn zwei lügen und » — 2 die Wahrheit sagen, 
drittens, wenn vier lügen und na — 4 die Wahrheit sagen, 
und so fort. Demgemäß erhalten wir, wenn wir, der Ein- 
fachheit halber, die Glaubwürdigkeit aller » Berichterstatter 
einander gleich und gleich w setzen: 


W=w" +n,-w"-?(1 — w? +n, wri(1— wi+... 
Dieser Ausdruck läßt sich bedeutend vereinfachen, wie 
man erkennt, wenn man die binomischen Entwicklungen von 
w+(i1—-w undvon w—-(1-%) 
addiert. Es ist nämlich: 
w+(1—- wr =w+n  wr!(1 —w+n,w?1—w?-+... 
und 
[vw — (1 — ww) = w*r —n, we !1 —w+n,wr?(1—w?— ... 
Addiert man diese beiden Gleichungen und halbiert dann, 
so erhält man: 


1 
SU +20] w + wel... 


Man erhält also für die Wahrscheinlichkeit W, daß bei 
einer solchen, aus n Personen bestehenden Berichtkette 
schließlich von der letzten Person A„ an N die Wahrheit 
berichtet wird: 


W={{[ + (2 w — 1)". 


Man erkennt, daß für w = a ‚ Ww= u wird, gleichviel, 
wie groß n wird. 2 2 


Beispielsweise sei w= 2 und n=4. Dann erhält 


nl en) au 8831 . 881 
W=7|1+ 2 Ir Br... 


— 70 Prozent. 
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Man bemerke, daß bei geradem » der für W erhaltene 
Ausdruck in sich selbst übergeht, wenn man w durch 1 — w 
ersetzt. Ferner bemerke man, daß bei ungeradem » der 
für W erhaltene Ausdruck und der Ausdruck, den man er- 
hält, wenn man 1 — w statt ww setzt, sich zur Zahl 1 er- 
gänzen. Endlich beachte man, daß, da 2w—1 stets ein 
positiver oder negativer echter Bruch ist, W sich dem Bruche 
- nähern muß, wenn » immer größer wird, woraus man 
erkennt, daß man etwas, was einem durch eine lange Bericht- 
kette zu Ohren kommt, für sehr zweifelhaft halten muß. 


Übungen. 


1) A lügt durchschnittlich unter 5 Malen, wo er ein 
Urteil abzugeben hat, 1 mal, B aber unter 5 Malen 2 mal. 
Nun berichten A und BD übereinstimmend. Welche Glaub- 
würdigkeit hat der Bericht? 

9 


2) A hat die Glaubwürdigkeit ni B77' Nun be- 


berichtet A im bejahenden Sinne, B im verneinenden Sinne. 
Mit welcher Wahrscheinlichkeit entspricht der Bericht von 
A der Wahrheit? 


3) A, der in 15 Fällen 11 mal die Wahrheit gesagt 
und 4 mal gelogen hat, macht eine Aussage, die mit der von 
B übereinstimmt, der in 13 Fällen 10 mal die Wahrheit 
gesagt und 3 mal gelogen hat. Mit welcher Wahrscheinlich- 
keit hat man die Aussage für wahr zu halten? 

4) Drei Zeugen, A,, As, A;, deren Glaubwürdigkeit 
W, , Wy, W, beträgt, machen vor Gericht eine Aussage. Die 
Aussagen von A, und von A, stimmen überein, A, aber 
behauptet das Gegenteil. Welche Glaubwürdigkeit hat die 
übereinstimmende Aussage von A, und 4, ? 

5) Drei Zeugen, deren Glaubwürdigkeit n beträgt, 
sagen etwas aus; drei andere Zeugen, deren Glaubwürdigkeit 


nur = beträgt, sagen genau das Gegenteil aus. Wie groß 


ist die Wahrscheinlichkeit, daß die Aussage der ersten drei 
Zeugen wahr ist? 
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6) n Personen berichten übereinstimmend, andere » Per- 
sonen auch, aber das Gegenteil von dem, was die ersten 
n Personen berichtet haben. Nun ist die Glaubwürdigkeit 
aller 2» Personen dieselbe. Wie groß ist die Wahrscheinlich- 
keit, daß die Aussage der ersten n Personen wahr ist? 





7) A sagt in 7 Fällen 4 mal, B 5 mal die Wahrheit. 
Von einem Ereignis, das ebensogut eingetroffen sein kann, 
wie nicht, berichtet A an B, Ban N. N hört, daß das 
Ereignis eingetroffen ist. Mit welcher Wahrscheinlichkeit 
hört er die Wahrheit? 


8) A, B,C, D, E haben sämtlich die Glaubwürdig- 
keit a A hat ein wichtiges kaufmännisches Telegramm 


erhalten, bei dem es sich nur um ja oder nein handelt. Er 
berichtet über den Inhaltan HB, BanC, CaaD,DanE, 
E an N. N hört von E „ja“. Welche Glaubwürdigkeit 


hat er diesem „ja“ beizumessen? 


9) Vier Berichterstatter, A, B, C, D, haben sämtlich die 
Glaubwürdigkeit Es Um wieviel sinkt die Glaubwürdigkeit 


dadurch, daß N einen Bericht nicht direkt von A, B, © 
oder D hört, sondern dadurch, daß Aan B,Ban C,CanD, 
D an N berichtet? 


Ill. Abschnitt. 


Kettenbrüche und diophantische 
Gleichungen. 


$ 12. Geschlossene Kettenbrüche. 
1) Pu _ nt Pu-ı + Pa 
In An An-i -r An-2 ? 
ID) En-1° In 7 Qa-1.: Pan = (—1)" 9 


ein Bu ee 
IAn-i An In h An - 1 





Pn + In’ Pn-1 
De een Fat 
Int En Mm-1 j 
V) = -- o) (w -- se nee! 
An An-1 In 


Wenn a, Null oder eine positive ganze Zahl ist und 
A), Ag, Ag,... positive ganze Zahlen sind, so stellt der 


Ausdruck: 





1 
ae 





einen Kettenbruch dar. Die den Kettenbruch bildenden 
Zahlen a,, @, d,,.... heißen Partialnenner. Gibt es 
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einen letzten Partialnenner, so ist der Kettenbruch ge- 
schlossen. Da jeder echte Bruch der reziproke Wert der 
Summe einer ganzen Zahl und eines echten Bruches ist, so 
läßt sich jede positive rationale Zahl in einen Kettenbruch 
verwandeln, und zwar ist derselbe geschlossen, weil bei jeder 
Division der Rest kleiner als der Divisor ist und deshalb 
schließlich der Rest Null bleiben muß. Dies zeigt das fol- 
gende Beispiel: 








241 ft: 1 
ET 1170 Dir Te 
16 16 
-3+- 1 =3+- 1 
4 + — 4 + 
16 IE 
a1 ıhi 
Lu 
er] 
ae or 
2+5 


Die Verwandlung einer rationalen Zahl in einen Ketten- 
bruch gestaltet sich auf die folgende Weise am übersicht- 
lichsten: 


241:5=3 
225 
75:16=4 
64 
16-1121 
11 
11:5 
10 
:1l=5 
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Wenn ein Kettenbruch die ganze Zahl a, enthält, die auch 
Null sein kann, sowie die Partialnenner u, , a5, Ay, ..., Au 
besitzt, so nennt man die rationalen Zahlen, welche gleich 
den Kettenbrüchen: 

Go > N BLASEN usw. 
a, ER a 
1 A, 


sind, die Näherungswerte des Kettenbruchs, und zwar 
heißt derjenige Näherungswert, dessen letzter Partialnenner «a, 
heißt, der n-te Näherungswert. Die Ausdrucksweise 
„Näherungswert‘“ findet ihre Rechtfertigung später durch den 
aus Formel V) hervorgehenden Satz. Der letzte Näherungs- 
wert gibt die rationale Zahl an, die durch den Kettenbruch 
dargestellt wir. Den Zähler und den Nenner des n-ten 
Näherungswertes bezeichnet man mit p, bzw. q„. Die ganze 
Zahl a, = 7 nennt man nullten Näherungswert. Da die 
Näherungswerte, wie aus dem obigen Verfahren der Ver- 
wandlung in einen Kettenbruch hervorgeht, stets gehobene 
Brüche sind, so folgt aus der Gleichsetzung eines Näherungs- 
wertes en mit einem Bruche z immer, daß der Zähler 
Ps= a, und zugleich, daß der Nenner ,=b ist. Aus dem 
Begriff des Näherungswertes folgt ferner, daß aus dem 


(n — 1)-ten Näherungswert Pr-t der n-te Näherungs- 
n-1 
wert Pr dadurch folgt, daß der Partialnenner a,_ı 


n 
ersetzt wird durch: 


1 
An-i a Ay ’ 
Nun ist 2 — % und Pa Lane Es 
do 1 91 a a 
muß nun aus diesem Werte von Pı der von r dadurch 
2 


1 
hervorgehen, daß a, ersetzt wird durch: 


1 
RT 
ds 


“ 
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Demnach erhält man: 


Multipliziert man hier Zähler und Nenner mit a,, so 
erhält man: 
» _ m +1)wtr% ERS st Auca tr R 


_ Ma HL) 


9 %a +1 4 -+1 da, +1 


Nun war aber u, +1=9,; %=P, Sowie auch 
ad, =q, und 1=g,. Man kann daher auch schreiben: 


Ps __&ıPı Po 








BGH tn 
Um .= auszudrücken, hat man hier a, durch 
13 
ds + ih 


As 


zu ersetzen. Wenn man wieder genau so umformt wie 
soeben, so erhält man: 


Pa 7 (99 +Po)+Pı 


3: st) 
Ersetzt man nun, gemäß dem Resultate von vorher, 


4,2, +2P, durch ps 








und 


A, Q, +9 durch % , 
so erhält man: 





Ps, 4 Ps +Pı 
YE 4,9 + Qı : 


P3 


welcher Ausdruck auch aus dem für 





entsteht, wenn man 


jeden Index um 1 erhöht. So ist erkennbar, daß man 
weiterhin erhalten muß: 


Dr _ Ps +B 
Q4 49; +9 ’ 
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und daß allgemein 

Pr De An * Pn-1 Eu Pn-2 

In An In-1 a An-2 
sein muß. Diese oben mit I) bezeichnete Formel gestattet eine 
bequeme Berechnung der aufeinanderfolgenden Näherungs- 


werte sowie auch die Rückverwandlung eines Kettenbruchs 
in den Quotienten zweier ganzer Zahlen. Beispielsweise 


erhält man aus dem oben für de 





entwickelten Kettenbruch: 


1 
ee 
en 


en 


2+ 5 
durch Formel I) nacheinander: 
3 13 ala ı,16 
a AN AN ET. hir 


2106719045 5-45+16 241 
2-5+4 14’ 5.-4+5 7’ 
so daß also a der nullte Näherungswert, = der erste, = 


der zweite, = der dritte, ae der vierte Näherungswert ist, 


75 
der mit dem wahren Werte übereinstimmt. 


Um Formel II) zu beweisen, gehen wir von der Differenz 
Pn-1°Qn — In-ı'P„ aus, um in ihr, gemäß Formel I), p, 
durch @,Pa-ı + Mm-2 und 9 durch ug@n-ı + Mm-a2 zu er- 
setzen. So erhalten wir: 


Pn-1ı z An aut An-i Pr = Pa-1 (a, An-ı br An-2) 
u (an n-ı -F Pn-2) 
= Dn-1 An-2 Den In-1ıPn-2 SIT ae (Dura dal Re On-2Pn- 1) . 


Man beachte bei dieser Umformung, daß die Differenz, 
von der wir ausgingen, gleich dem negativen Werte der- 
jenigen Differenz ist, die entsteht, wenn man in der ursprüng- 
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lichen Differenz jeden Index um 1 erniedrigt. Hierauf 
fußend, berechnen wir nun den Wert von 


Po Iı —Pı % > 


indem wir 9, durch @, 9, durch 1, p, durch „a, +1 
und g, durch a, ersetzen. Dann kommt: 


4 - Hy +Dd=—1. 


Nach der obigen Umformung muß nun die Differenz, 
welche aus 2, 9ı —Pı % durch Erhöhung jedes Index um 
1 hervorgeht, gleich dem negativen Werte von —1, also 
gleich +1 sein. Wir haben also: 


PG- Mh =rtl. 
Hieraus folgt aber, gemäß der obigen Umformung, daß 


P2 9; — P3 {a = —1 
sein muß usw. 

Man erkennt also, dab 2.-1ı9%» — %n-ıP„ gleich plus 
oder minus eins ist, je nachdem » gerade oder ungerade ist. 
Dies wird aber durch Formel II) ausgedrückt, da (—1)* für 
ein gerades #» plus eins, für ein ungerades %» minus eins 
ergibt. 

Formel III) folgt dann aus Formel II) dadurch, daß man 
die rechte und die linke Seite durch das Produkt 9, 9.-ı 
dividiert. Beispielsweise wenden wir die Formel III) auf die 
oben gefundenen Näherungswerte des Kettenbruchs an, in 


den - entwickelt ist. In der Tat ergibt sich: 





REN 
Tre 
13:16 
Re, 
1608, AB RT 
RENBER N LEHRE, 
45 241 1 


1A na 1a 5 


Da die Differenz zweier aufeinanderfolgender Näherungs- 
werte gleich einem Bruche ist, dessen Zähler 1 und dessen 
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Nenner das Produkt der Nenner der Näherungswerte ist, so 
ist eine solche Differenz so klein, wie der Unterschied 
zweier verschiedener rationaler Brüche überhaupt 
nur sein kann. 


Um Formel IV) zu verstehen, definieren wir x, als den 
Kettenbruch, der zu a, additiv hinzutritt, um den ganzen 
Kettenbruch zu ergeben. Es ist also: 


7 


In = 
Ay+i r 


(m 32 er 
OIn+3 Er . 


Man beachte, daß x, keine ganze Zahl enthält, also 
kleiner als 1 ist. Hiernach folgt der wahre Wert w des 
ganzen Kettenbruchs dadurch, daß man in dem Ausdruck, 
der den n-ten Näherungswert darstellt, 


a„ durch‘ a, -+ 2, 


ersetzt. Demgemäß setzen wir in I) a„-+ x, für a, ein. So 
erhalten wir: 


de (an + Zu) Pn-ı + Pn-2 = Ay Pn-1 + Pn-2 + mPn-1 


167 (an + Xu) Qn-ı + An-2 An In-1 77 An-2 + In An-ı 





u Pn + InPn-1 
An FH In In-1 
Hiermit ist Formel IV) bewiesen. Um auch Formel V) 
zu beweisen, benutzen wir Formel IV), um erstens = —W, 
Pn-1 Ki 


zweitens @w — auszudrücken. So erhalten wir: 


n-1 
Pr ER Du. (9 7 En In-ı) — An (Pr + En Pn-1) 
An In (Gn + In nl) 


IB. Kn (Pr In-1 7 In Pn-1) 
An (Qu = In In-1) 
Schubert, Niedere Analysis. 2. Aufl. 7 
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Nun ist aber 9, 9a-1ı — QnPn-ı das Negative der linken 
Seite von Formel II). Also kommt: 


Du 3, 0 Pa 


An In (An + In 9n-1) 
Andererseits ergibt sich: 


n-ı (Put EnPn-1) An-ı — (Qu + &n An-ı) Pn-ı 


— 


IAn-1 An-ı1(Qn + In Qn-ı) 
Pr An-ı — IAnPn-ı (—1)* 


m — — 


An- 1 (@n + In In - 1) Un21l0r + In In-1) 


Dividiert man nun die beiden für Dun w und für 


Pn-i 


n-1i 








WW — 


n 
w— erhaltenen Ausdrücke, so erhält man einfach: 





Aus der hiermit bewiesenen Formel V) gehen zwei Sätze 
hervor, welche den Ausdruck „Näherungswert“ recht- 
fertigen. Zunächst beachte man, daß die rechte Seite der 
Formel V) positiv ist, und deshalb Zähler und Nenner der 
linken Seite entweder beide positiv a beide negativ sein 


Pn-1 Yjeiner als 0 ist, In 
n-1 n 


Prn-1 
n-1i 


en kleiner als w sein muß. Nun ist nn 
N 0 





müssen, d. h. aber, daß, wenn 





größer als w sein muß, und, wenn größer als w ist, 


—= 4, kleiner als 


der wahre Wert. Folglich muß Zn größer sein, und darum 
1 


wieder #2 kleiner, ER größer usw. Dies heißt in Worten: 
2 3 

Der wahre Wert eines Kettenbruchs liegt immer 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Näherungs- 
werten, und zwar sind die Näherungswerte un- 
gerader Nummer größer, die gerader Nummer 
kleiner als der wahre Wert. Nur der letzte Näherungs- 
wert ist nicht größer und nicht kleiner als der wahre Wert, 
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da er ihm gleich ist, wie schon oben erkannt ist, und wie 
auch aus V) hervorgeht, da in diesem Falle ©, =0 ist. 


Zweitens beachte man, daß die rechte Seite der Formel V) 
kleiner als 1 sein muß. Denn x, ist <1 und Er ist 


auch (nach Formel I)) kleiner als 1, da q,> 9.-ı ist. ie 
folgt aber, daß, dem absoluten Werte nach, der Unterschied 


da» 


zwischen w un kleiner sein muß als der Unterschied 


N 


zwischen w und "1. Dies ergibt den folgenden Satz: 


n—1l 


Jeder Näherungswert ist dem wahren Werte 
eines Kettenbruchs näher als der vorhergehende 
Näherungswert. 


Auch gibt der oben für a 


AEN %n(—1)* 
An An ws An In An-1 


— w erhaltene Ausdruck: 





ein Mittel, um einen Bruch zu finden, der immer noch größer 
ist als der Unterschied zwischen einem Näherungswert und 
dem wahren Wert. Wenn man nämlich bei einem Bruche 
den Zähler vergrößert und den Nenner verkleinert, so wird 
der Wert des Bruches vergrößert. Demnach ist: 

Kon 1 

a 

On An + In In n-ı An 
Wir erhalten also den Satz: 


Der absolute Wert des Unterschieds zwischen 
dem wahren Werte eines Kettenbruchs und einem 
beliebigen Näherungswerte ist kleiner als der 
reziproke Wert des Quadrats des Nenners dieses 
Näherungswertes. 


Zur Prüfung der drei zuletzt abgeleiteten Sätze wollen 
wir wieder die Kettenbruch-Entwicklung von Aa benutzen. 


75 
Wir erhalten: 
fi * 
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Aus dem Vorhergehenden ist ersichtlich, daß die auf- 
einanderfolgenden Näherungswerte eines Kettenbruchs dem 
wahren Werte immer näher kommen, und zwar dergestalt, 
daß sie abwechselnd größer und kleiner sind als der wahre 
Wert. Hiermit ist aber noch nicht ausgesprochen, daß die 
durch die Kettenbruch-Theorie gelieferten rationalen Brüche 
die zur Annäherung brauchbarsten sind. Es könnte ja noch 
andere rationale Brüche geben, welche dem wahren Werte 
noch näher sind, ohne darum durch größere ganze Zahlen 
dargestellt zu sein. Daß dies aber nicht der Fall ist, sondern 
daß alle Verhältnisse ganzer Zahlen, die nicht Näherungs- 
werte sind, unbrauchbarer zur Annäherung sind, zeigt der 
folgende Satz: 


i a ; 
Wenn ein Bruch — dem wahren Werte w eines 


b 
Kettenbruchs näher ist als einer seiner Näherungs- 
7) £ 
werte EN so mub a=p. und b>g, sein. 


N 


Um diesen Satz zu beweisen, nehmen wir zunächst 
an, daß n gerade ist. Dann muß nach dem Obigen 


und 
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R x 2 Dn-1 
sein, und zwar so, daß der Unterschied zwischen E 

R . : h 7) 47: 

und w größer ist als der Unterschied zwischen Pn und w. 


a In 
Da nun der Bruch y nach der Voraussetzung des zu be- 


weisenden Satzes dem wahren Werte u noch näher sein soll 


als 2* ‚ so muß sicher 


Pn a Pr- 1 
An b An —1 





sein, d.h. es muß 
a Pn Gm — 5: Pu 
b An b h‘ An 


positiv sein, also muß auch 





Gm —d-mM=% 
positiv sein. Da x die Differenz zweier Produkte von ganzen 
Zahlen ist, so ist x eine positive ganze Zahl. Ebenso 
folgt aus: 
Pn-ı a  bdm-ı — AMm-ı 
An-i b > b An-1 





daß 
b-Mm-1 —- 4 MmM-ı = Y 

eine positive ganze Zahl sein muß. Aus den beiden soeben 
erhaltenen Gleichungen: 

| Gm —db-mM=% 

| b>m-ı U. mı=Y 
eliminieren wir nun b. Dadurch erhalten wir: 

a An Pa-1 — % In-1°Pn = % Pn-1ı TYP 
oder: 
a(Pn-19n — In-ıPn) = E-Pn-ı tY Pr: 


Nach Formel II) ist nun der Ausdruck in der links 
stehenden Klammer gleich (—1)*, also, da n als gerade 
vorausgesetzt ist, gleich +1. Deshalb erhalten wir: 


aA=&-Ppn-ı tY Pr: 
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Hieraus folgt aber, da p„-ı und x beide mindestens 
gleich 1 sind, 
a>Y'Pn 
und, da auch y mindestens 1 ist, 
a> Pr: 
Wenn wir nun auch a aus den beiden Gleichungen 
eliminieren, erhalten wir: 
b(pu-ı An — In-1Pr) = %: In-1 + Y +» Gn 
oder: | 
b=2-M-ıtY Mm; 
woraus, da & und g„-ı beide mindestens 1 sind, zuerst folgt: 
b>y m; 
woraus, da y mindestens 1 ist, sich ergibt: 
b> Mm. 


Zweitens nehmen wir an, daß n ungerade sei. 
Dann ist: 








Pa Pr-1 
= u ons und Ww. 
In en An-i ” 
Da nun w sich von Pu-1 noch mehr unterscheidet als 
n-1l 
von FR ‚ und da rn dem Bruche 5 näher kommen soll 


als w, so muß sein: 
Pn-1 a Pn 


An-i b ir An 
Hieraus folgt, daß 
bin -Am=% 


eine positive ganze Zahl sein muß, und ebenso, daß 


Um-1ı — dmn-ı=Y 
eine positive ganze Zahl sein muß. Eliminieren wir nun b 
aus den erhaltenen beiden Gleichungen, so folgt: 
a(Pn EEE man An Pn-1) = I n-ı + YPn: 
Nun ist der in der Klammer stehende Ausdruck nach 
Formel I): —(—1)* und, da n ungerade ist, gleich +1. 
Also erhalten wir: 


= LCm-ı + YP - 
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Wenn nun »=1 und P,=0 ist, so folgt = YPn; 
woraus, wenn auch = 1 sein sollte, 


a=Ppı 
folgen würde. In allen andern Fällen ergibt sich jedoch: 


A> In: 

In dem besonderen Falna=1,9, =0,9=1,y=1 
folgt dann auch noch «= 1. Wir haben daher das Resultat, 
daß, wenn a nicht größer als 9», sein sollte, »=1 und 
d=Mm=1 sein müßte In ähnlicher Weise erhalten wir 
durch Elimination von a aus den beiden für x und für y 
aufgestellten Gleichungen: 


Din 0n 


Hiermit ist unser Satz, welcher die Näherungswerte, die 
die Kettenbruch-Theorie ergibt, vor allen andern rationalen 
Brüchen auszeichnet, bewiesen. 


Übungen. 


Schreibe den Kettenbruch, dessen Partial- 
nenner sind: 


ae 1, 22,2, 151,101,623),4,1,1,3,0,1, 1,1. 
Entwickle in einen Kettenbruch: 
8, 32, 205, 5 


12 
4) ) 11’ 6) 47’ 7) 79° 8) 455; 


INENZIE 


10) 3,1416; 11) 12,325; 12) 0,016; 13) — 1, (= —2+ = 
Entwickle die folgenden periodischen Dezimal- 
brüche in einen geschlossenen Kettenbruch: 


14) 4,54; 15) 0,148; 16) 0,67; 17) 2,567. 


In den folgenden Quotienten, die in einen Ketten- 
bruch verwandelt werden sollen, bedeuten die vor- 
kommenden Buchstaben ganze Zahlen: 


a+4, cde-+-c-e 


22 a+r5’ A BEENDET 


a 
ERSTE 19) 
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21) Die ersten beiden Partialnenner eines Kettenbruchs 
sind 2 und 3. Wie heißen die beiden ersten Näherungs- 
werte? 

Berechne nach Formel I) die Näherungswerte und den 
wahren Wert von: 


Die folgenden Kettenbrüche, bei denen die in 
Klammer stehenden ganzen Zahlen die aufeinander- 
folgenden Partialnenner vom ersten an bedeuten, 
sollen als Verhältnisse ganzer Zahlen dargestellt 
werden: 


25) 2+(1,2,3); 26) 0+(1,4,1,1); 27) 6+(1,1,9, 
1,4); 28) 11+(12,1,1,1,1); 29) O+ (16, 2,1,1,1,1, 2); 
30) a+(e,f,9,h); 31) O+(a,a?,a?). 

32) Wie heißt der n-te Näherungswert eines Ketten- 
bruchs, dessen »-ter Partialnenner 3 ist, wenn der (n — 1)-te 


und (n — 2)-te Näherungswert bzw. rn und 5 heißen? 


Bestimme den Näherungswert, bei dem Zähler 
und Nenner höchstens zweiziffrig sind, und der die 
größten Zahlen enthält, für: 


EA) 1416 479 


2) 400 ' > 10000 ’ 2 





500 ° 


36) Die Wahrscheinlichkeit, mit zwei Würfeln bei fünf- 
maligem Würfeln mindestens einmal die Eins zu werfen, 
N 2): =. 3125 4651 N : 
beträgt: 1 — & -1— 7776 TI Wie heißt der dritte 

Näherungswert dieses Wahrscheinlichkeitsbruchs ? 


37) In einer Kettenbruch-Entwicklung heißtein Näherungs- 


wert en Wie heißt der vorhergehende Näherungswert? 
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38) Um wieviel unterscheiden sich die aufeinander- 


a DS 
5 und 19° 


39) Zwei aufeinanderfolgende Näherungswerte haben 


folgenden Näherungswerte 


die Summe oe Wie heißen sie einzeln? 


40) Auf den n-ten Partialnenner folgt noch, durch ein 


Pluszeichen verbunden, ein Kettenbruch, der gleich = ist. 


Der n-te Näherungswert ist 2, der vorhergehende n . Wie 


heißt der wahre Wert? 
41) Bilde nacheinander alle Differenzen, deren Minuendus 


—— ist, und deren Subtrahenden die Näherungswerte von 


69 


16 sind. 

42) Wenn man die Definition des Kettenbruchs dahin 
verallgemeinert, daß man den Partialnennern qa,, a, ds, 
... 4 nicht den Zähler 1, sondern beliebige positive oder 
negative Zähler b,, b,, b,, ... b„ gibt, so gilt für den n-ten 
Näherungswert die Formel: 


Pn a8 An’ Pn-1 “m b, °Pn-2 


An 3 Ay An-1 + b, = An-2 i 
Beweise diese Formel. 


43) Brouncker stellte 1655 die Zahl 7 ‚ das Verhältnis 


der Fläche eines Kreisquadranten zum Quadrat über dem 
Radius, durch den folgenden Kettenbruch dar: 
1 


Berechne nach der in Nr. 42) mitgeteilten Formel die 
ersten vier Näherungswerte dieses Kettenbruchs. 
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Die folgenden Verhältnisse sollen in einen 
Kettenbruch von drei Stellen, d. h. bis zum dritten 
Partialnenner, entwickelt werden, um daraus den 
dritten Näherungswert zu finden: 

44) Das Verhältnis des Sonnendurchmessers zum Erd- 
durchmesser: 1929 zu 17. 

45) Das Verhältnis des Erdradius nach einem Pole 
hin zum Erdradius nach einem Aquatorpunkt hin: 326114 
zu 327208. 

46) Das Innern des Jahres zum Tage: 


48 48 
a ae 
47) Das ae der geographischen Meile zum Kilo- 
meter: 7,42 zul. 
48) Das Verhältnis des alten preußischen Fußes zum 
Meter: 0,31385 zu 1. 


$S 13. Ungeschlossene Kettenbrüche. 


Wenn ein Kettenbruch sich nicht schließt, also kein 
Partialnenner als der letzte anzusehen ist, so gilt für ihn 
dennoch der wesentliche Inhalt des $ 12, vor allem die 
Formeln und Sätze dieses Paragraphen, nur daß dann auch 
%, ein nichtgeschlossener Kettenbruch ist. 

Ein ungeschlossener Kettenbruch muß immer eine nicht 
rationale Zahl darstellen, da jede rationale Zahl mit einem 
geschlossenen Kettenbruch identisch ist, wie in $ 12 gezeigt 
ist. Wenn eine nichtrationale Zahl hinreichend definiert 
ist, so lassen sich auch immer die ersten Partialnenner 
ihrer Kettenbruch-Entwicklung berechnen, wie folgendes 
Beispiel zeigt: 

log 3 =7, d.h. *®=3, woraus hervorgeht, dab % 


zwischen 1 und 2 liegt, also gleich 1 Aue Mr gesetzt werden 
kann. Wir haben also: 


le 
DER. 
Dividiert man diese Gleichung durch 2!, so erhält man: 
1 
LM 3 Dit Ei 
PA 5 oder 2= p F 
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2 
Nun ist (5) A schon größer als 2. Also ist 


2 4 
il 
has 1 ai Us B) 
oder 
3 IH 
a) 
oder Ä 
N 27 
a 8 4\ 292.16 E 3 1 
Nun ist ;) Ehen schon größer als Dun: 15 / 
Daher ist 
1 
%.=1+ A 


zu setzen. So erhält man: 


oder, nach Division durch nr 
4 a, EN: 4 ji I A 
(3) aha: wm (2) 
k aNaı,ol 17 1 N, 
Nun ist (5) ae 7 64 <1-—, dagegen (5) 


= ——1-— größer als = . Deshalb ist , = 2 . 
4 
zu setzen. So kann man beliebig fortfahren und erhält 


einen ungeschlossenen Kettenbruch für die irrationale Zahl 


10g 3, der so anfängt: 


1 
1 san 
ak 
la 
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Daß der dritte Näherungswert = dieses Kettenbruchs 
nur wenig größer ist als der wahre Wert von log 3, er- 
kennt man aus: 


38 _ 2.28 2. yo8— 2.79 Opa 


Unter den ungeschlossenen Kettenbrüchen sind besonders 
wichtig diejenigen, bei denen die Partialnenner in derselben 
Reihenfolge immer von neuem wiederkehren, z. B.: 


1 


sen 
en 


BZ 
1 

2 we 
De 


Solche Kettenbrüche heißen periodisch. Bei dem vor- 
angehenden Beispiel besteht die Periode aus zwei Partial- 
nennern 5 und 2. Der Periode können auch Partialnenner 
vorangehen, die nicht zur Periode gehören, und die man 
dann vorperiodische Partialnenner nennt. Die allgemeinste 
Form eines periodischen Kettenbruchs ist also folgende: 


1 





+ 
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Hier sind v vorperiodische Partialnenner, nämlich: 
TOT SAGE 


vorhanden, und die Periode besteht dann aus » Partial- 
nennern, nämlich: 


OAv+1 h) dy+2 ye.o Iy+n . 

Es läßt sich beweisen, daß jeder periodische Ketten- 
bruch eine Irrationalzahl zweiten Grades darstellt, 
d.h. die irrationale Wurzel einer Gleichung von der Form: 

Axz2:+Bx+0=0, 
wo A, B,C ganze Zahlen sind. Um den soeben ausge- 
sprochenen Satz zu beweisen, nehmen wir zunächst an, daß 
der Kettenbruch rein-periodisch sei, d. h. gar keine vor- 


periodische Stellen habe. Bezeichnet man dann die von ihm 
dargestellte Zahl mit x, so hat man: 


1 
a 


4 
%-+: 








AD 


Man erkennt nun, daß der mit a„ durch ein Plus- 
zeichen verbundene und in $ 12 mit x, verbundene un- 
geschlossene Kettenbruch gleich 2 — «a, ist. Wendet man 
daher die Formel IV) des $ 12 an, so erhält man: 


Me + (@ — a) Pn-ı 
mt — a) In-1 | 
Da 9, Qu» Pn-1, Mm-ı ganze Zahlen sind, so ergibt 


sich hieraus eine quadratische Gleichung mit ganzzahligen 
Koeffizienten, nämlich: 


Bra Br. a 


wA=n-, B=em- Hm-ı—- Pn-1, C=MPn-1— Pr 
ist. Als Beispiel wählen wir: 


X 
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El 
Den 
eine) 
ne, 
2 en 


ar 
oder, wenn wir den Wert des Kettenbruchs mit x bezeichnen: 


2 + Nener 
Un 
Die gesuchte quadratische Gleichung ergibt sich nun 
am einfachsten dadurch, daß wir, nach Formel I) des $ 12, 
den dritten Näherungswert des rechtsstehenden Kettenbruchs 
bestimmen, indem wir 2,1,5+2—-3=x-+2 als die drei 
ersten Partialnenner betrachten. So ergibt sich: 


N CHD+I _ 843 


2. 3.0 (22) aut 2 a 





Demnach ist: 


AIR al PER 
37c+8 
oder: 
32 —9:+8r7 —-24=7+3 
oder: 
302 — 22x —- 27 =0 
oder: 
2 22-9=0, 
also: 


Te 


1 /1 1 + y82 
= len 
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Man bemerke, daß die quadratische Irrationalzahl, die 
sich aus der gefundenen quadratischen Gleichung ergibt, 
sich immer in der Form: 

E+F.yD 
schreiben läßt, wo E und F' rationale Zahlen sind und D 
eine ganze Zahl ist. Denn 
Ax22+-Bxz+0=0 
ergibt: 
I B 4 
te Eye r YB?—-4A0. 


Wenn zweitens ein unrein-periodischer Kettenbruch vor- 
liegt, der die v vorperiodischen Partialnenner: 
ara, nd, 
besitzt, so ist der mit a, durch ein Pluszeichen verbundene 
Kettenbruch gleich E-+ FYD. Wir erhalten daher nach 
der Formel IV) des $ 12: 
KR m+(E+ FYD)».-ı f 
%+(E+FYD)g-ı 
Wenn man nun Zähler und Nenner mit + E-ı 
— F%-ı)D multipliziert, wird der entstehende Nenner 
rational und der Zähler zu einem Ausdruck von der Form 
G-+ HyYD. Man erkennt also, daß x wieder eine Irrational- 
zahl zweiten Grades von der Form E’-+ F’YD wird, wo 
E’ und F’ rationale Zahlen und D eine ganze Zahl wird. 
Wir nehmen als Beispiel den unrein-periodischer Kettenbruch: 
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Wir berechnen zunächst den rein-periodischen Kettenbruch 


aus den Näherungswerten: 
1. Bar YA 
2’°.3°.65+9-3+2 . 3y+17 
durch Vermittlung der Gleichung: 


y+6 


ANDERE oder 37? +-17y=y+6 


oder: 
Ya = y—-2=0. 
So erhalten wir: 
SR RR ss 15 
VIE 198 er VS+: Ser 
Nun ergibt sich der gesuchte Wert des Kettenbruchs 
aus den Näherungswerten: 


au Tr day) re DT 
To Br ORy)S DT 





also: 


-] 


8 Lie 
(-5+378)+9 — 56 + 79824 27 


Je ml: 4 -24+3/82+12 


7782-29 (7782 — 29) (3782 +12) 1374 — 3782 
3/82 — 12 738 — 144 594 
A558 —Y2 A 1 v8. 


a 


198 LISTE TLBS 
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Wie umgekehrt jede quadratische Irrationalzahl in einen 
periodischen Kettenbruch verwandelt werden kann, ist aus 
dem Folgenden ersichtlich: 





















































458782, , 1 1_62-y82| __ 198 _198(62+482) 
198 ala 198 | 62— 782 3762 
_ 624782 _, 1 1 yearo), 19%, 191825) 
19 MR a /82-+5 57 
Bo, 11 ye2el,__ 3 3082-68) 
3 e\e 3 y82—8 18 
48, 1jı Ba, 6 6er) 
6 did 6 „1, 782—4 66 
li ya, 10 .110y82-+7) 
11 ele 11 y82—7 33 

= Be 2 SET v aralEONn EC 
3 Bi .29 c 
Daher 
SE A! B 
1 - 77 1 
er 
ae; 
Jen 
Aa er 
SE 


Ein zweites Beispiel zeige, wie die Quadratwurzel aus 
einer Zahl, die keine Quadratzahl ist, immer einen rein- 
periodischen Kettenbruch ergibt: 


Schubert, Niedere Analysis. 2. Aufl. 8 
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23 A ar, 1, ya 
' % ar 12: ü voa A 7 
IN LU yos ar 7.202343) ass 
BE EEE Rt m EEE EEE al BEE 
bb 7 v237-3 14 2 
nahe) 5 2 2(y23+3) y23-+3 
+77 | — = c= === en 
cle 2 ie 14 7 
u _ 72344) 65 
ln N hei Miu ii, an 
A - y23-+ 
84 en — y23 — 1-—, also e=a 
Daher 
ee 
ae 
ge 
near 


wo die Periode durch einen schrägen Strich kenntlich ge- 


macht ist. Als brauchbare Näherungswerte von 23 er- 
geben sich daher: 


47; 


In der Tat ist schon der dritte Näherungswert 12 


24 = 24\2 576 EAN 
ao sehr nahe an y23, da en = 5 = 235, ist. 

In der Zahlentheorie wird bewiesen, daß, wenn a ganz- 
zahlig ist, der letzte Partialnenner der Periode des Ketten- 
bruchs, der gleich Ja ist, das Doppelte der ya nächst- 
kleineren ganzen Zahl ist, und daß der vorletzte Partial- 
nenner der Periode gleich dem ersten, der vorvorletzte gleich 
dem zweiten Partialnenner usw. ist. 
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Übungen. 


Verwandle in eine quadratische Gleichung und 
deren eine Wurzel: 


1 
1) ENT ; 
ne Erarsn 
Aa” 
1 1 
"TEEN Fan 
14 — 3 — 
DAT a4 


Bei den folgenden Kettenbrüchen, die in eine 
quadratische Irrationalzahl verwandelt werden 
sollen, sind die Partialnenner der Periode der Reihe 
nach in eine Klammer gesetzt, und die etwa 
vorhandenen vorperiodischen Partialnenner, 
durch ein Semikolon getrennt, davor: 

2032 (6,..)5 5 1+(,23..), 91H. 2,2); 
81, 2,4: .)5°9) (1,2;3...); 10) 7+8,1,1,3,14. .); 
Br. 121, (2,5,3;1,2,4..);. 13) 1708,1,8,1..) 


Verwandle in periodische Kettenbrüche: 
B; 195272, 1) > i=ym; 
10+273 69-21, 19) os; 20) Y8; 
17) ran 19) — 5,9 1531,20). y23; 
STETS 22,031; 
Verwandle die größere Wurzel der folgenden 
quadratischen Gleichungen in Kettenbrüche: 
23) 2 +42 —-1=0; 24) #2 +520=17; 25) @®-+13 
—127; 26) 32? +32 =1; 27) 522+302=6. 
g* 
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Welcher Kettenbruch ist, falls a ganzzahlig ist, 
gleich: 


28) Ya? +1? 29) ya +2? 30) Y4a? +1? 


Berechne methodisch Brüche, welche im Zähler 
und Nenner höchstens zweiziffrige Zahlen haben 
und sich von den Werten der folgenden Irrational- 
zahlen möglichst wenig unterscheiden: 


31) y10; ee 33) Y53; Sa 1255. 


35) Berechne auf 4 Dezimalstellen die En 
zwischen der Irrationalzahl Y5 und ihren Näherungswerten, 


bis dieselben DIL werden. 


10000 
36) Welcher Bruch mit zweiziffrigen Zahlen kommt 


dem Verhältnis des größeren Abschnitts einer stetig geteilten 
Strecke zur ganzen Strecke am nächsten? 


37) Welcher Bruch mit einem zweiziffrigen Nenner 
drückt das Verhältnis der Diagonale eines Quadrats zur 
Seite am besten aus? 


38) Warum ist der Kettenbruch, dessen Partialnenner 
die aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen 1, 2, 3,... sind, 
nicht Wurzel einer quadratischen Gleichung mit ganzzahligen 
Koeffizienten? 


39) Warum ist der in 38) genannte ungeschlossene 


Kettenbruch kleiner als rn ‚ aber größer als er ? 


$ 14. Eine einzige Gleichung ersten Grades 
mit zwei Unbekannten. 


Bei einer Gleichung ersten Grades mit zwei Unbekannten 
kann man jede der beiden Unbekannten durch die andere 
ausdrücken, so daß also jedem Werte der einen Unbekannten 
ein zugehöriger Wert der andern entspricht und deshalb 
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unzählig viele Wertepaare vorhanden sind, deren jedes die 
Gleichung erfüllt. Sind die Koeffizienten d, e, f der Gleichung 


dce+ey=f 
rationale Zahlen, so kann man durch Multiplikation mit dem 
Generalnenner eine Gleichung 
ax+by=c 
erzielen, deren Koeffizienten a, b, c positive oder negative 
ganze Zahlen zind. Man erhält dann zu jedem rationalen 
Werte von x einen zugehörigen rationalen Wert von y und 
umgekehrt, so daß unzählig viele Wertepaare die Gleichung 
ax -+by=c erfülen. Wenn es dann darauf ankommt, 
aus diesen unzählig vielen Wertepaaren methodisch die- 
jenigen herauszusuchen, welche ganzzahlig sind, so nennt 
man die Gleichung eine diophantische*). Meist wünscht 
man sogar, nur diejenigen Wertepaare zu erhalten, welche 
positiv ganzzahlig sind. Praktisch treten solche Gleichungen, 
bei denen nur diejenigen Wertepaare Sinn haben, die ganz- 
zahlig und positiv sind, bei Fragen nach der Anzahl von 
Individuen auf, z. B. Anzahl von Menschen, von Tieren, 
auch von Bäumen, von Eiern usw. Zunächst wollen wir 
jedoch ein ganzzahliges Wertepaar ohne Rücksicht auf die 
Vorzeichen zu bestimmen suchen. Wir setzen voraus, daß 
c=1 sei, und daß von den beiden ganzzahligen Koeffizienten 
a und b der Gleichung a2 +by=1 der eine positiv, der 
andere negativ sei. Es sei « der positive Koeffizient, dann 
läßt sich die Gleichung immer durch Kettenbruchentwicklung 
nach der in $ 12 bewiesenen Formel II): 
Pn-1° 9n — Pr‘ Qn-ı= (— 1)" 

lösen. Man hat dann nämlich nur den Bruch r oder 2 in 
einen Kettenbruch zu entwickeln. Dann ergibt der vorletzte 
Näherungswert durch seinen Zähler und seinen Nenner 
immer eine Lösung der diophantischen Gleichung, weil der 


letzte Näherungswert er bzw. en ist. Man erkennt dies 


aus den folgenden Beispielen: 


*) Von Diophantos, einem alexandrinischen Arithmetiker, der 
unter Diokletian lebte und Bücher schrieb, in denen u. a. solche 
Gleichungen mit ganzzahligen Lösungen vorkommen. 
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1) Wenn 92 — 13y=1 die gegebene Gleichung ist, 


so entwickle man nn in einen Kettenbruch. Man erhält 


0 Ganze und 1, 2, 4 als Partialnenner, und deshalb die 
Näherungswerte: 
1 2 5, 
1 a 
Da nun 9.3—13-2= +1 ist, so wird die Gleichung 
92 —13y=1 durch <=3,y=2 erfüllt. 


2) Um die Gleichung 303 x — 134y=1 zu lösen, hat 


EA N S 
man Si in einen Kettenbruch zu entwickeln. Man erhält 


303 
0 Ganze und die Partialnenner: 


2,3, 01, „mn, 
daher die Näherungswerte: 
2,802 
Pe 
Daher ist «= 23, y= 52 eine Lösung der Gleichung. 
In der Tat ist: 
303 - 23 — 134 - 52 = 6969 — 6968 = 1. | 
3) Um für 138% — 85y=1 eine Lösung zu finden, 


entwickelt man en in einen Kettenbruch. Derselbe ergibt 


0 Ganze und die Partialnenner: 
1,.1,°1, 12. nl 
also die Näherungswerte: 
Ar: HR N BR 
1. eo aD 
Nun ist aber: 
138-8 — 85-13 = 1104 — 1105 = — 1. 
Also ist nicht <=8, y=13, sondrn = —8, 
y=—13 eine Lösung der vorgelegten Gleichung, da 


138 - (—8) — 85 - (—13) = — 1104 + 1105 = +1 
ist. 


Da BD 
82. 13 
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Auch wenn die Koeffizienten « und b beide positiv 
oder beide negativ sind, läßt sich ein ganzzahliges Werte- 
paar der Gleichung 

) ac+by=1 


durch die Kettenbruchmethode leicht bestimmen, da negative 
Zahlen nicht ausgeschlossen sind. So entnehmen wir aus 
dem obigen dritten Beispiel, daß die Gleichung 


1332 +85 y=1 
durch = —8, y=-+13 erfüllt wird. Wäre 
13832 -8$5y=1 
die vorgelegte Gleichung, so würde man aus dem vorletzten 


schließen, dad z<=-+8, 


5 85 
Näherungswert 73 m 
y=—13 ein richtiges Wertepaar ist. 

Auf den soeben behandelten Fall, wo das von x und 
y freie Glied e gleich 1 ist, läßt sich der allgemeine Fall, 
daß c eine beliebige ganze Zahl ist, zurückführen. Denn, 
wenn <=%, y=%, eine Lösung der Gleichung 


ac+by=1 

ist, also wenn 
ax, +by, =1 

ist, so muß £=cx,, y=cy, eine Lösung der Gleichung 
ac+by=c 


sein, weil dann 
| ala) +bley)=e 
sein muß. Hierfür zwei Beispiele: 
1) Es sei: 
9x2 +13y=118. 


Man entwickelt 2 in einen Kettenbruch, findet als vor- 
letzten Näherungswert “ ‚ erkennt, daß 9-3 —13-2=+1 


ist, und erhält daraus, daß 3mal 118 oder 354 und 2 mal 
118 oder 236 richtige Lösungen der Gleichung 


97 — 13y= 118 
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sind. Daher erfüllt das Wertepaar: 
| x = 354 
y= —236 
die vorgelegte Gleichung. 
2) Um für die Gleichung 
312 —19y=11 


ein Wertepaar zu finden, entwickle man n in einen Ketten- 


bruch. Man erkennt dadurch, daß = der ” benachbarte 


Näherungswert ist. Nun ist: 
31:-8-19-3=+H1. 


Folglich wird die vorgelegte Gleichung durch & gleich 
8mal 11 oder 88 und durch y gleich 13 mal 11 oder 143 
erfüllt. In der Tat ist: 


31-88 — 19.143 = 2728 — 2717 =11. 


Bisher haben wir uns immer damit begnügt, ein einziges 
Wertepaar zu finden, das die vorgelegte Gleichung erfüllt. 
Aus einem einzigen Wertepaare kann man aber leicht alle 
Wertepaare ableiten, die die Gleichung erfüllen; denn, wenn 


az +by =c 
ist, so muß auch 


ala, +m-b)+by —m-a)=c 
sein, wo m eine beliebige positive oder negative ganze Zahl 


ist, weil a: (mb) =b.(ma) ist. Es bilden also alle ganzen 
Zahlen x, welche die Gleichung 


ac+by=c 


erfüllen, eine arithmetische Reihe mit der konstanten Differenz b, 
während alle ganzen Zahlen y, welche diese Gleichung 
erfüllen, eine arithmetische Reihe mit der konstanten 
Differenz « bilden. Um z. B. bei dem obigen zweiten 
ale alle 
y= 143 

Wertepaare zu finden, hat man nur von 88 ausgehend immer 
um 19 zu vermehren oder zu vermindern, während man 


Beispiele aus dem gefundenen Wertepaar 
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gleichzeitig von 143 ausgeht und um 31 vermehrt oder ver- 
mindert. So erhält man alle Wertepaare, welche die 
Gleichung erfüllen. Man schreibt die so resultierenden 
Wertepaare übersichtlich folgendermaßen: 


‚145 126/107 || 88 | 69 150131121 - 7 |— 26] 
7236 |205 |174 | y|143 112 81/50 19 — 12] — 43] 


Daß man auf solche Weise zu allen denkbaren Lösungen 

gelangt, geht daraus hervor, daß aus 

az, +by, =ec 
und 

an, +by =c 
durch Subtraktion folgt: 

ala, — 2) = —b(yı — Ya); 

woraus man erkennt, daß &, — &, durch b und y, — %, durch 


a teilbar sein muß, da a und 5 ohne gemeinsamen Teiler*) 
vorausgesetzt sind. 


Unter den Zahlenpaaren, welche die Gleichung 
312 —19y=11 erfüllen, ergab sich =12, y=19 als 
das Paar, das die kleinsten positiven ganzen Zahlen enthält. 
Wenn man nur dieses Paar haben will, so hat man bei 
dem durch die Kettenbruchmethode gefundenen Wertepaar 
1, ir füs den Rest zu bestimmen, den 88 bei der Division 
durch 19 läßt. Man findet: 

88 = 4:19 + 12, ,(ralso. x = 12, 


und schließt dann, daß 143 minus Amal 31 oder 19 der zu 
x = 12 gehörige Wert von y sein muß. 
Um auch bei dem ersten der beiden obigen Beispiele, 
also bei 
92 +13y= 118 


aus dem anfänglich gefundenen Wertepaar x = 354, y = — 236 
dasjenige Paar zu finden, bei dem x positiv und mög- 


*), Hätten nämlich a und b einen gemeinsamen Teiler, so 
hätte ihn auch c. Dann würde man durch diesen Teiler heben 
können und gelangte so zu einer Gleichung, in der die Koeffi- 
zienten von & und von y ohne gemeinsamen Teiler sind. 
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lichst klein ist, hat man 354 durch 13 zu dividieren. Man 
erhält, daß 
354 = 13-27 +3 


ist, also £ = 3, woraus folgt: 
y= —236 + 27:9 = —236 + 243 =7. 
In der Tat ist 9-3+13-7=118. 


Wenn man, wie es häufig vorkommt, nur die positiv- 
ganzzahligen Lösungen, aber diese auch sämtlich zu be- 
stimmen wünscht, so hat man aus der großen Gruppe aller 
Lösungen diese herauszuschälen, was keine Schwierigkeiten 
bietet, wie die folgenden Beispiele zeigen: 


1) 7552 +59y= 1131 sei die zu lösende Gleichung. 
Da die Koeffizienten von x und von y beide von gleichen 
Vorzeichen sind, so kann es nur eine endliche Anzahl von 
positiven Wertepaaren geben, welche die Gleichung befrie- 


digen. Aus der Kettenbruchentwicklung von 2 findet man, 


daß 11 und 14 Zahlen sind, welche die Gleichung 
52 —-59y=-+1 
befriedigen müssen. In der Tat ist: 
75.11 —59-.14=825 —- 826 = —1. 
Daher genügen —11 und —14 der Gleichung 
52—-59y=-+1, 


also — (11-1131) und + (14-1131) der vorgelegten Glei- 
chung. Also stecken alle Lösungen in: 


z=59m — 11-1131 
y= 75m 14-1131 


wo m jede beliebige, positive oder negative, ganze Zahl ist. 
Indem man mit 59 in 11-1131 = 12441 dividiert, findet 
man, daß m mindestens 211 sein muß, damit x positiv 
werde. Also ist die kleinste positive Zahl, welche, für x 
eingesetzt, die Gleichung 75% +59y= 1131 erfüllt, die 
Zahl 59.211 — 12441 = 12449 — 12441 =8. Daher ist 
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y gleich 14 - 1131 — 75. 211 = 15834 — 15829 = 9. In der 
Tat erfüllt das Wertepaar 


le 

y—=%9 
die Gleichung 752 -+59y= 1131. Daß dieses das einzige 
positive Wertepaar ist, erkennt man daraus, daß, wenn & 


um 59 wächst, y um 75 abnehmen müßte, oder umgekehrt, 
also in beiden Fällen eine der Unbekannten negativ würde. 

2) Bei 232 — 13y= 27 erkennt man von vornherein, 
daß es unzählig viele positive Wertepaare geben muß, 
welche die Gleichung erfüllen. Die Kettenbruchentwicklung 


a ergibt die Partialnenner: 1, 1, 3, 3, daher die 


23 
N ISA» 4 13 
Näherungswerte: 1’3’7’5° 





Alsoımub DA, y = T 


die Gleichung 
232 —- 13y=-+1 

erfüllen. Da +1 herauskommt, so ist = 4-27 = 108 und 
y=71.27=189 ein richtiges Wertepaar. Das kleinste 
positive x erhält man, indem man von 108 das 8fache von 
13 subtrahiert, wodurch man £=108 —104=4 erhält. 
Subtrahiert man von 189 das Sfache von 23, so erhält man 
zugehörig y= 189 — 184=5. Daher ist die allgemeine 


Lösung: 
z=4-+13m 
y=5+23m[’ 
und die beiden arithmetischen Reihen: 
Di [ 4 179530.,7432. 50. 8, 
y= \:5, 28, 51, 74, 97,... 
ergeben durch je zwei Glieder von gleicher Nummer eine 
Lösung der vorliegenden Gleichung 232 — 13 y = 27. 


3) Bei 232 + 13y = 755 findet man, wie im zweiten 
Beispiel, zunächst, daß <=4 und y=7 die Gleichung 
232 —13y=1 erfüllen, daß also 4mal 755 oder 3020 
und (— 7) 755 = —5285 die gegebene Gleichung erfüllen. 
Nun dividiert man 3020 durch 13 und erhält: 


3020 = 13-232 +4. 
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Den gefundenen Quotienten 232 hat man mit 23 zu multi- 
plizieren und vom Produkte 5285 zu subtrahieren. So er- 
hält man 

232.23 — 5285 = 5336 — 5285 = 51. 


Es ist also 4 und 51 dasjenige Wertepaar, bei dem 
der Wert 4 von x positiv und möglichst klein ist. Die 
allgemeine Lösung kann daher so geschrieben werden: 

= 4+13m) 
y=51-— 23m | 

Wünscht man nur die positiv-ganzzahligen Wertepaare, 
so hat man hier m = 0 oder 1 oder 2 zu setzen. Denn für 
m <O würde x negativ, für m> 2 würde y negativ. Es 
gibt also drei positiv-ganzzahlige Lösungen, nämlich: 
4| 17 30 


51128 5| 


= | 


y- 








Der soeben vorgetragenen Methode der Auflösung 
diophantischer Gleichungen durch Kettenbruchentwicklung 
steht eine zweite Methode gegenüber, welche von der Ketten- 
bruchtheorie unabhängig ist, und welche nur von dem Satze 
Gebrauch macht, daß durch Addition oder Subtraktion von 
ganzen Zahlen man wieder zu ganzen Zahlen gelangen muß. 
Bei dieser Methode, die man passend die Restmethode 
nennen kann, gelangt man nicht, wie bei der Kettenbruch- 
methode, zunächst zu einem einzigen richtigen Wertepaar, 
sondern sofort zur allgemeinen Lösung. Nach der Rest- 
methode gestaltet sich die Lösung der Gleichung, die soeben 
als drittes Beispiel gegeben wurde, folgendermaßen: 

Da in 232 + 13 y = 755 die Unbekannte y den kleineren 
Koeffizienten hat, so drücke man y durch x aus. So er- 
hält man: 

155 — 23x 1+3x2 


BEN ee a Nee 


Hier wurde mit 13 in 755 dividiert, wodurch man 


58 Ganze und = erhielt. Ebenso wurde mit 13 in 23x divi- 


diert und, da 23 sich von 2 mal 13 weniger unterscheidet 
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als von 1imal 13, 2x als Quotient gewählt, so daß 
— 23% 





= — 27 + “ee gesetzt ist. Man schließt nun so 








18%, 
weiter: Da y und 58 — 2x ganze Zahlen sein sollen, so 
muß auch - Be eine ganze Zahl sein. Nennt man die- 
selbe @, so erhält man: 
13a —1 a—l1l 
= 3 -— 44 -- RETRO Ä 


Da nun x und Aa ganze Zahlen sind, so muß auch 
—1 
3 


man nun aus nn —= b schließen kann: 


a=3b+1. 





eine ganze Zahl sein, die b heißen möge, so daß 


So muß man schließlich, da bei jeder Division der 
Rest kleiner als der Divisor ist, auf einen Buchstaben 
kommen, der den Koeffizienten 1 hat, so daß man nun den 
Bruchstrich los wird. Man hat bei unserm Beispiel nach- 
einander die drei Gleichungen erhalten: 


y=58 —-2r7r-+ua 
z=4a-+b 
a=3b-+1. 

Durch Substitution rückwärts erhält man nun x und y 
beide durch den zuletzt eingeführten Buchstaben b aus- 
gedrückt, nämlich: 

z=43b+1)+b=130b +44; 
y=58 — 2(13b+4+(85+1)=51— 2335. 

Diese allgemeine Lösung ergibt dann für b=0,1, 2 
die drei positiv-ganzzahligen Wertepaare. Natürlich kann 
auch jedes Paar von Ausdrücken als allgemeine Lösung 
gelten, das aus = 135b +4 und y=51— 235 entsteht, 
wenn man b=c-+n setzt, wo n eine positive ganze Zahl 
ist. Setzt man db=c-+2, so erhält man z. B.: 

= 13c +30 
y=5—-2Bc. 
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Hier hat man nun natürlich c=0, —1, —2 zu setzen, 
um aus der allgemeinen Lösung die drei positiv-ganzzahligen 
Lösungen herauszuschälen. 

Zur weiteren Verdeutlichung der Restmethode diene 
das folgende Beispiel, bei welchem man unzählig viele positiv- 
ganzzahlige Lösungen erhalten muß, weil die Koeffizienten 
von & und von y verschiedene Vorzeichen haben. 

Es liege die diophantische Gleichung vor: 


692 —31y=39. 


Da 31 der kleinere Koeffizient ist, so drückt man % 
durch x aus und erhält: 











69 x — 39 72c—8 
U rGeaı Kae z—1+ 51 =2r2—-1+a, 
also 72 —8=31la oder: 
net gar 1 + 2 -dat1rb, 
also 30a +1=7175 oder: 
ee ni. 
also b—1=3e oder: 
b=3c-+l1. 


Nun erhält man, rückwärts substituierend: 
a=2(dc+1l)+c=Tc-+2 
<= 4AMc+)+1+ßc+1)=3le+10 
y=2@1c+10) -1+c+2)=6Ic+21. 
In der Tat ist: 
69(31c + 10) — 31(69 c + 21) = 690 — 651 = 39. 


Setzt man nun in =31c-+10 undin y=69c-+ 21 
die ganze Zahl c=0, so kommen unzählig viele positiv- 
ganzzahlige Lösungen, deren kleinste sind: 


x=|10]41| 2 
y=21|90|159|228| ... 
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Übungen. 

Welcher Wert von y gehört zu x=3 bei den 
folgenden Gleichungen: 

1) Ac+5y=27? 2) 9e-y=17? 





=y—x—1? 


3 1 
4) 2 +y= 7! 5) 9 -yr)=-5(ta +89)? 
6) 00 y-+x2=5? 


Suche die kleinsten positiven Werte von x und 
von y, welche die folgenden Gleichungen erfüllen: 


n)92z—-13y=1; 8) 192 -11y=1; 9 43 2—-5ly=1. 


Suche nach der Kettenbruchmethode ein ganz- 
zahliges Wertepaar, das die folgenden Gleichungen 
erfüllt: 


10) 20 2x+11y=1; 11) 232-+17y=1; 12) 102x+17y=1; 
13) -152+372=1; 14) -92x —-10y=1. 


Welches die folgenden Gleichungen erfüllende 
Wertepaar ergibt sich nach der Kettenbruchmethode 
zuerst? 


15) A&—9y=5; 16) 272°—20y=12; 17) 1112+100y=7. 


Welche konstante Differenz muß die arithme- 
tische Reihe a) der Werte von x, b) der Werte von y 
haben, welche die folgenden Gleichungen erfüllen? 


18) 9x +17y=260; 19) 52x+203y=9; 20) 207 2c+y=415. 


21) Wenn die Gleichung ac +by=c durh =, 
y=y, erfüllt wird, so wird dieselbe auch erfüllt durch 
x=%4+mb, y=y —ma. Warum? 

22) Der Gleichung 9x -+8y= 260 genügt x = 20, 
y=10. DBestimme hiernach andere positive ganze Zahlen, 
welche die Gleichung auch erfüllen müssen. 

23) In der Gleichung ax+by=e ist c positiv. 
Welche Vorzeichen müssen « und b‘haben, damit die Glei- 
chung a) durch eine endliche Anzahl positiver Wertepaare 
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erfüllt wird, b) durch unzählig viele Wertepaare befriedigt 
wird, c) durch kein Wertepaar erfüllt werden kann? 

24) Bei der Gleichung ax -+by=c haben a und b 
einen gemeinsamen Teiler, den ce nicht hat. Warum kann 
die Gleichung weder positive noch negative ganzzahlige 
Wurzelpaare haben? 

25) Die Gleichung ac +by=c wird durch 2, =[17, 
Yy =9, ferner durch & =13, % = 2 erfüllt, Wie’ groß 
sind a, b und c? 

26) In welchem Falle sind die arithmetischen Reihen, 
die sich bei der Berechnung der ganzzahligen Lösungen 
einer diophantischen Gleichung ergeben, a) beide steigend 
oder beide fallend, b) die eine steigend, die andere fallend? 

Bestimme nach der Kettenbruchmethode das- 
jenige die folgenden Gleichungen erfüllende Werte- 
paar, bei welchem x positiv, aber möglichst klein ist: 


27) 132-+5y=67; 28) 9x+31ly=58; 29) 1I92—-8y=6; 
30) 2032 —100y=15; 31) 1227 +85y— 4620. 
Gib vermittels des Buchstabens m, der jede 
beliebige ganze Zahl bedeuten soll, alle Lösungen 
der folgenden Gleichungen an: 
32) 20x +17y=202; 33) 472 —20y=70; 
34) 5r+lly=210; 35) I9Mr2—4y—= —440. 
Bestimme nach der Restmethode die allge- 
meine ganzzahlige Lösung der folgenden Glei- 
chungen: 
36) 72z+9y=115; 37) 232 —-20y=15; 
38) 79x +48y= 3400; 39) —932+203y= 85. 
40) Wenn zwei allgemeine Lösungen einer diophantischen 
Gleichung ax +by=c verschieden lauten, und doch beide 
richtig sind, so muß die eine Lösung aus der andern da- 


durch folgen, daß man m durch m + n ersetzt, wo n eine 
beliebige ganze Zahl ist. Warum? 


41) Jemand hat gefunden, daß das Wertepaar 2=71, 
y=11 die diophantische Gleichung 192 -+12y=c be- 
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friedigt. Warum kann es keine zweite Lösung geben, bei 
der die Werte von x und von y auch positive ganze Zahlen sind? 
42) Die Gleichung 42 +7y=c wird durch x = 23, 
y=3 erfüllt. Wie kann man, ohne c zu berechnen, die 
anderen die Gleichung erfüllenden ganzzahligen Wertepaare 
finden? 
43) Wie heißt die diophantische Gleichung, deren all- 
gemeine Lösung 2=8+5m, y=19 — 3m lautet? 
44) Jemand findet bei Anwendung der Restmethode auf 
die diophantische Gleichung a2 —27y=c die Lösung 
z=7-+26m. Warum muß er sich verrechnet haben? 


45) Warum kann die Gleichung 272 + 45% = 1000 
keine ganzzahlige Lösung haben? 


46) Auf welche diophantische Gleichung mit kleineren 
Koeffizienten reduziert sich die Gleichung 119 2 — 70y= 84? 


47) Zwei positive ganze Zahlen zu bestimmen, welche, 
mit 5, beziehungsweise mit 13 multipliziert, Produkte er- 
geben, deren Summe 107 ist. 


48) Die Zahl 100 in zwei Summanden zu zerlegen, von 
denen der erste durch 7, der zweite durch 11 teilbar ist. 


49) Die allgemeine Form einer Zahl, die, durch 5 
dividiert, den Rest 3 läßt, ist 5f+3. Welches ist die 
allgemeine Form: a) einer Zahl, die, durch 9 dividiert, den 
Rest 7 läßt, b) einer Zahl, die durch 11 teilbar ist, c) einer 
Zahl, die, durch 19 geteilt, den Rest 1 läßt? 


50) Von einer Zahl, die, durch » geteilt, den Rest 
p-—1 läßt, kann man sagen, daß sie den Rest —1 läßt. 
Warum? 

51) Wie heißt die allgemeine Form einer Zahl, die 
durch 7 und durch 13 zugleich teilbar ist? 


52) Wie heißt die allgemeine Form einer Zahl, die, 
durch 8 geteilt, den Rest 1 und, durch 9 geteilt, auch den: 
Rest 1 läßt? 


53) Berechne die kleinste positive Zahl, die durch 12 
teilbar ist und, durch 13 geteilt, den Rest 8 läßt. 
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54) Berechne die kleinste positive Zahl, die: a) durch 
7 geteilt, den Rest 2, durch 11 geteilt, den Rest 1 läßt; 
b) durch 10 geteilt, den Rest 6, durch 49 geteilt, den 
Rest 23 läßt. 


55) Eine Zahl, die, durch e geteilt, den Rest e’ läßt und, 
durch f geteilt, den Rest f’ läßt, muß von der Form 


e-f-m-+-r sein, wenn e und / keinen gemeinsamen Teiler 
haben. Warum? 


56) Welches ist die kleinste positive Zahl, die, durch 
12 geteilt, den Rest 4, durch 21 geteilt, den Rest 16 läßt? 


57) Die Zahl 200 in zwei Summanden zu zerlegen, von 
denen der erste bei der Division durch 19 den Rest 5 läßt, 
der zweite bei der Division durch 18 den Rest 10 läßt. 


58) Gib die arithmetische Reihe der Werte von x an, 
welche der Bedingung genügen, daß 9x, durch 13 geteilt, 
den Rest 3 läßt. 


59) Jemand bezahlt eine Rechnung von 97 Mark in 
Zwanzigmarkstücken und iin Dreimarkstücken. Wieviel Stücke 
gab er von jeder Münzsorte? 


60) Jemand verwendet zu einer Maibowle Moselwein, 
von dem ihm die Flasche 80 Pfennig kostet, sowie Rhein- 
wein, von dem ihm die Flasche 1 Mark 10 Pfennig kostet, 
ferner für 40 Pfennig Zucker und für 30 Pfennig Mai- 
kräuter. So kostet ihm die Bowle 9 Mark 60 Pfennig. 
Wieviel Flaschen nahm er von jeder Weinsorte? 


61) Nach einem Ausfluge wurden die Kosten über alle 
Herren und alle Damen gleichmäßig verteilt. Jeder Herr 
zahlte 4 Mark 30 Pfennig, jede Dame 3 Mark 10 Pfennig. 
Wieviel Herren und wieviel Damen hatten an dem Ausflug 
teilgenommen, da derselbe im ganzen 85 Mark 70 Pfennig 
kostete? 


62) Zwischen zwei Stationen kostet die Fahrkarte dritter 
Klasse 1 Mark 10 Pfennig, die zweiter Klasse 1 Mark 
60 Pfennig, Niemand fuhr erster Klasse. Am Schalter 
waren 88 Mark 60 Pfennig eingenommen. Wieviel Personen 
fuhren zweiter Klasse, und wieviel dritter Klasse? 
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$ 15. Die Zahl der Gleichungen ersten Grades ist nur 
um eins kleiner als die Zahl der Unbekannten. 


Wenn bei einem System von zwei Gleichungen ersten 
Grades mit den drei Unbekannten x, y, 2 essich darum handelt, 
alle ganzzahligen Lösungen zu bestimmen, so kann man 
zunächst eine Unbekannte, etwa 2, eliminieren, wie dies in 
$ 18 der „Elementaren Arithmetik und Algebra“ (diese 
Sammlung, Band I) gelehrt ist. Dann kann man nach $ 14 
dieses Buches die ganzzahligen Lösungen der erhaltenen 
zwischen & und % bestehenden Gleichung finden. Hierdurch 
erhält man z und % durch einen Buchstaben, etwa m, ganz- 
zahlig ausgedrückt, d. h. so, daß jeder ganzen Zahl m 
auch ein ganzzahliges Wertepaar von x und von y ent- 
spricht. Es ist dann aber nicht nötig, daß sich dadurch 
aus der ersten oder zweiten gegebenen Gleichung 2 ganz- 
zahlig durch m ausgedrückt ergibt, weil 2 einen Koeffizienten 
größer als 1 gehabt haben könnte Man hat dann die 
zwischen 2 und m bestehende Gleichung wiederum als eine 
aufzulösende diophantische Gleichung zu betrachten und 
erreicht durch die Auflösung der letzteren das gesteckte 
Ziel, jede der Unbekannten x, %, 2 durch einen und den- 
selben Buchstaben ganzzahlig ausgedrückt zu sehen. Dies 
zeigt das folgende Beispiel: 

1) Ri: En En EN 5 In a sei das vorliegende System. 
Durch Elimination der Unbekannten x, die zu den kleinsten 
Koeffizienten zu führen scheint, erhält man: 


26y—472=10. 
Durch Lösung dieser Gleichung erhält man nacheinander: 





472 +10 10 — 52 
= „93 en ae & / 
Y 56 24 56 22-+a, also 
10 — 26a a 
Ben =27807 20277006, also 


a=5Db, woraus man nun, rückwärts gehend, erhält: 


— 5b 
2z=2 — 265}. 
y=4—ATb 


9* 
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Hieraus würden sich für y und z unzählig viele positive 
Wertepaare ergeben, z.B. z=2; y=4; femer 2= 28; 
y=5l; sowie 2=54; y=98 usw. Doch wird diese 
Anzahl dadurch bedeutend herabgedrückt, daß doch auch 
x eine positive ganze Zahl werden soll. Indem wir nun 
die gefundenen Lösungen 


2=2 — 265 
y-4r-47b 
in eine der beiden Gleichungen einsetzen, erhalten wir 


übereinstimmend: 
12-335b-=- 21. 
Löst man nun auch diese zwischen x und. b bestehende 
Gleichung, so erhält man nacheinander: 


at _ 3455-22-34 582e, also: 

= E-3c+2=30+d, also: 

c=2d, woraus man, rückwärts gehend, erhält: 

b=+74, 

=3+33d. 

Durch Einsetzung von b=7d in z2=2—26b und 
in y=4-—47b erhält man dann die erstrebte Lösung: 


z—=3-4 33d 
y=4—329d 
2=2 — 182d 


Man erkennt, daß nur für d= 0 alle drei Unbekannte 
positiv-ganzzahlig werden, wodurch man erfährt, daß sicherlich 
z=3, y=4, 2=2 das einzige Werttripel ist, das aus 
drei positiven ganzen Zahlen besteht und die beiden vor- 
gelegten Gleichungen erfüllt. Läßt man auch negativ-ganz- 
zahlige Lösungen zu, so kann man dieselben aus der obigen 
allgemeinen Lösung leicht erhalten, wenn man für d eine 
positive oder negative Zahl setz. Wünscht jemand z. B. 
alle Lösungen, bei denen x positiv-ganzzahlig, aber höchstens 
zweiziffrig wird, so erhält man noch zwei neue Lösungen 
dadurch, daß man d=1 und d=2 setzt, nämlich: 
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x = 36 a =.69 
y= —325 und y= —654 
2 = —180 2 = — 362 


In ähnlicher Weise, wie bei dem soeben besprochenen 
Beispiel, verfährt man auch, wenn 4 Unbekannte durch 
3 Gleichungen miteinander verbunden sind, wie das folgende 
Beispiel zeigt: 

2 + y+T7z+4u = 300 
2) 2 22x — 3y+52+3u = 200 
z+-y+2z2+u= 100 

Man eliminiere x aus der ersten und dritten Gleichung, 
ebenso auch aus der ersten und zweiten Gleichung. Dadurch 
erhält man ein System von zwei Gleichungen, die drei Un- 
bekannte miteinander verbinden, nämlich: 

52-+3u = 200 | 
5y+92+5u=400 | 

Da zufällig die erste dieser beiden Gleichungen nur 
zwei Unbekannte z und « enthält, so wird man diesen Vor- 


teil benutzen und zunächst 2 und « vermittels der ersten 
Gleichung ganzzahlig ausdrücken. Man erhält nacheinander: 
u- TE on La 2 —-67—2z-+a, also: 
z=3a+t1; u=617 —-ba—2+a=65 —da. 
Die für z und « erhaltenen, von a abhängigen Aus- 
drücke wird man nun benutzen, um y und «a ganzzahlig aus- 
zudrücken, und zwar mit Hilfe der Gleichung: 


5y+9z2+5u=40. 
Man erhält hieraus: 
5y + 9(3a + 1) + 5(65 — Da) = 400 


oder: 
Dy+2a=66. 
Um nun y und a ganzzahlig auszudrücken, setze man: 
ei, _ 433 ou, also: 


2 2 
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y=2b,a=33—5b. Wenn man nun den für « erhaltenen 
von b abhängigen Ausdruck in die oben für z und « er- 
haltenen Ausdrücke einsetzt, so erhält man: 


2=3(3—-55)+1 und vu=65—5(33—5b), oder: 
2 = 100 — 155 und =255b—- 100. 


Da nun y, 2, « durch denselben Buchstaben b aus- 
gedrückt sind, so ist nur noch x durch b auszudrücken. Dies 
geht ohne Mühe, da die erste und die dritte der ursprüng- 
lichen Gleichungen x mit dem Koeffizienten 1 enthalten. 
Man erhält übereinstimmend: 


= 300 —y— 72 —4u 
= 300 — 2b — 700 + 1055 — 1005 + 400 
=35D, sowie: 


=10 — y— 22 — u 
= 100 — 2b — 200 + 305 — 255 + 100 
—= 3b. | 


Die allgemeine ganzzahlige Lösung unserer Aufgabe 
lautet also folgendermaßen: 


z=3b, y=-2b, z=-1W-150, vVezaaeee 


Man beachte, daß auch jede Lösung als richtig zu be- 
zeichnen ist, die aus der gefundenen hervorgeht, wenn man 
in derselben b durch b-+ m ersetzt, wo m eine beliebige 
positive oder negative ganze Zahl ist. 

Um nun aus der obigen Lösung, die alle ganzzahligen 
Wertquadrupel umfaßt, diejenigen Wertquadrupel heraus- 
zuschälen, bei denen alle vier Unbekannte positive ganze 
Zahlen sind, beachte man, daß x und % beide positiv 
werden, wenn b>0 ist, daß z positiv wird, wenn b<7 
ist, und daß « positiv wird, wenn b>4 ist. Hieraus folgt 
aber, daß man nur unter der Annahme b=5 und b=6 
für alle vier Unbekannte positive ganze Zahlen erhält, nämlich: 


=3:-5=15 z=3.6=78 
= 2.D- 10 ae y=2.6 —12 
2=10 - 15-5 =-% z2=100 —15:6= 10 


u= 25.5 — 100 = 25 u= 25.6 — 100 = 50 
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So ist man nicht allein zu zwei positiv-ganzzahligen 
Lösungen, sondern auch zu der Einsicht gelangt, daß es 
außerdem keine Lösungen geben kann, bei denen alle vier - 
Unbekannte positive ganze Zahlen werden. 

Die beiden vorgerechneten Beispiele waren absichtlich 
so gewählt, daß in den gegebenen Gleichungen alle Koeffi- 
zienten von Null verschieden waren. Wenn einige dieser 
Koeffizienten Null sind, so kann die Berechnung oft erheb- 
lich abgekürzt werden, ebenso auch dadurch, daß dieselben 
gleich 1 sind, weil man dann für die Unbekannten, die mit 1 
multipliziert sind, ohne weiteres ganzzahlige Ausdrücke er- 
hält. Auch die Benutzung anderer Rechenvorteile dient 
meist zur Abkürzung. So konnte beispielsweise oben bei 


5y +92 + 5u = 400 


erkannt werden, daß 2 durch 5 teilbar sein muß, weil es 
5y, 5% und 400 sind, und daß man deshalb durch die 
Substitution 2=5-2’, weil man durch 5 heben kann, zu 
kleineren Koeffizienten gelangt, nämlich zu: 


y+92’+u=80. 


Der Fall, daß immer alle Koeffizienten, außer zweien, 
Null sind, und daß man deshalb weniger zu eliminieren als 
zu substituieren hat, tritt bei allen Aufgaben ein, bei denen 
eine Zahl gesucht wird, die, durch m geteilt, den Rest r 
läßt, durch m’ geteilt, den Rest r’ läßt, usw. Man beachte 
dabei, daß, wenn eine Zahl N diese Eigenschaften alle in 
sich vereinigt, es auch jede Zahl tun muß, welche um q 
größer oder kleiner als N ist, wo q das kleinste gemein- 
schaftliche Vielfache der Divisoren m, m’,... ist, und daß 
deshalb alle Zahlen, welche die angegebenen Restlassungs- 
eigenschaften in sich vereinigen, eine arithmetische Reihe 
mit der konstanten Differenz g bilden oder, was dasselbe 
ist, durch einen Buchstaben ganzzahlig auszudrücken sind, 
der den Koeffizienten g hat, wodurch eine Kontrolle der Be- 
rechnung bewirkt wird. Die Lösung einer solchen Aufgabe 
folgt hier als Beispiel: 

Es sei eine Zahl zu bestimmen, die durch 7 
teilbar ist, durch 11 geteilt, den Rest 7 läßt, durch 
12 geteilt, den Rest 4 läßt und endlich, durch 30 
geteilt, den Rest 10 läßt. 
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Da die Divisoren 7, 11, 12, 30 das kleinste gemein- 
schaftliche Vielfache 4620 haben, so muß auch 4620 als 
Koeffizient bei dem Buchstaben erscheinen, durch den alle 
Zahlen, die die gewünschten Eigenschaften haben, sich ganz- 
zahlig ausdrücken lassen. Wir setzen nun an: 


N=-1:=11yF7T, Tale 


m HIT oytı I oe also: 
y-l-2a+2=-2a+b, also: 


a=3b; y-6b-+b=- Tb; 14 LI = Ber 
oder: N= 77b-+T7. Wenn also N von der Form 775-+7 
ist, so vereinigt N die beiden Eigenschaften, durch 7 teil- 
bar zu sein und, durch 11 geteilt, den Rest 7 zu lassen. 
Wir legen nun N die dritte Eigenschaft, durch 12 geteilt, 
den Rest 4 zu lassen, auf, indem wir ansetzen: 


N=-77b+7=122+4, also: 
5b+3 








776+3 
BE also: 
b == en Se also: 
5 1) 
ot 9d4 14 tr Daran also: 


d=2e—1; c=4e—-2+1+e=de-—]l; 
b=1le—2+2e—1=12e—3; 
2= T2e—18+5e—1=717e—19. 
Demnach ist: 
N—77b+7= 77(12e—3) +7 92410 2099 
und zur Kontrolle: 
N=12g+4—12(77e— 19) +4 — 994e 00a 
Endlich haben wir nun noch die letzte der gesuchten 
Zahl auferlegte Bedingung zu berücksichtigen, wonach die- 


selbe bei der Teilung durch 30 den Rest 10 lassen soll. 
Dies ergibt: 
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N = 924 e — 224=30u+10, also: 
PER = een sehe 
also: e=5df+1; u=315f+1)-8-f=154f+23, 
und N = 924 (5 f + 1) — 224 = 4620 f + 700 
und zur Kontrolle: 
N = 30 (154 f + 23) + 10 = 4620 f + 700. 


Also muß jede Zahl, welche die gestellten vier Restbedingungen 
erfüllt, von der Form; 


4620 f + 700 


sein. Die kleinste positive dieser unzählig vielen Zahlen ist 
also 700, die nächstgrößere ist 5320, die folgende 9940 usw. 
Diese Zahlen bilden also eine arithmetische Reihe erster 
Ordnung mit der konstanten Differenz 4620, wie schon von 
Anfang an vorhergesehen werden konnte. 








—=3le—8-—f, 


Übungen. 


Suche die allgemeine ganzzahlige Lösung und 
diejenige Wertgruppe, bei welcher z positiv und 
möglichstklein ist, für die folgenden diophantischen 
Gleichungssysteme: 


nn); 5 N 
I3y--Te=27 ; 2 +3y-+ Tz— 38 
3) en: Ne 

5y-t 2223| 82 +2y+52=102 | 


Suche die positiv-ganzzahligen Lösungen der 
folgenden diophantischen Gleichjungssysteme: 


I } RE vs 

42 +3y+52= 7177| 1032 —5y—- 72=910} 

) Berk: | 3) eo 
42 +5y+6z= 17 <+y+z=13 


, 
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9) Beweise, daß die arithmetische Reihe, welche alle 
ganzzahligen Werte von x ergibt, die konstante Differenz 
be’—b’c hat, falls die gegebenen beiden Gleichungen 

acx+by+cz=d 
ac+-bW’y+cz=d 


lauten. 


Suche diejenigen Wertquadrupel, bei welchen 2 
positiv und möglichst klein ist, für die folgenden 
diophantischen Gleichungssysteme: 


9x +-4y— 2 +5u= 152 
10) 1 72 —- y+32— 2u = 67 
102 +11y+2— 3u = 213 
c+-y+1l1lz2e—-u=43 
11) 52 —-2y+132+u=83 |; 
42 —y+1432—-u=65 


Dce+y=71 2 -+2y+3z2=15 
12) 9y+4z2=30 45) 22+3t-+4u=15 

3z2+4t =25 3u+-42+5y=12 

5t+4u=40 44 +52 +6: = 30 


14) Die Kosten eines größeren Ausflugs, an welchem 
ınehr Männer als Frauen teilnahmen, beliefen sich auf 
229 Mark, von denen jeder Mann 10 Mark, jede Frau 
7 Mark, jedes Kind 3 Mark zu zahlen hatte. Wieviel 
Männer, Frauen und Kinder nahmen an dem Ausflug teil, 
da es insgesamt 39 Personen waren? 


15) Als für eine,Eisenbahnstrecke 30 Fahrkarten dritter 
Klasse, 19. zweiter Klasse und 7 erster Klasse verkauft 
wurden, ergab sich eine Einnahme von 191 Mark. Als aber 
für dieselbe Strecke nur 11 Fahrkarten dritter Klasse, 
8 zweiter Klasse und 3 erster Klasse verkauft wurden, be- 
schränkte sich die Einnahme auf 74 Mark. Wieviel ganze 
Mark kostete die Strecke erster, zweiter und dritter Klasse? 
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16) Jemand stellt zu einem Diner drei Weinsorten auf 
den Tisch, nämlich Champagner zu 8 Mark, Rheinwein zu 
3 Mark und Rotwein zu 2 Mark 50 Pf. Der Wein kostet 
ihm insgesamt 78 Mark, hätte ihm aber nur 55 Mark ge- 
kostet, wenn er jede Weinsorte 1 Mark billiger eingekauft 
hätte. Wieviel Flaschen von jeder Sorte stellte er auf 
den Tisch? 


17) Welcher von der ganzen Zahl m abhängige Aus- 
druck enthält alle Zahlen, die durch 3 teilbar sind und, 
durch 11 geteilt, den Rest 1 lassen? 


18) Jemand erhält als Antwort auf eine Frage, die 
der in 17) gestellten ähnlich ist, 95m + 70, ein anderer 
erhält 95m — 25. Warum kann beides richtig sein? 


19) Wie heißt die kleinste positive ganze Zahl, die, 
durch 7 geteilt, den Rest 2, durch 9 geteilt, den Rest 1 
und, durch 12 geteilt, den Rest 4 läßt? 


20) Wenn die ganzen Zahlen a, b, c alle teilerfremd 
zueinander sind, so muß a-b-c+1 die allgemeine Form 
aller Zahlen sein, die bei der Teilung durch jede der 
Zahlen a, b, c stets den Rest 1 lassen. Warum? 


21) Wie heißt die kleinste positive ganze Zahl, die, 
durch 13, durch 19, durch 25, durch 36 geteilt, beziehungs- 
weise die Reste 12, 12, 0, 28 läßt? 


22) Scheidet man von einer Kompagnie Soldaten 7 aus, 
so können die übrigen so marschieren, daß 19 genau in jeder 
Reihe gehen, scheidet man aber 8 aus, so können die übrigen 
so marschieren, daß 21 in jeder Reihe gehen. Wie stark 
war die Kompagnie? 


23) Vom Mittelpunkt einer Stadt gehen drei Straßen- 
bahnlinien aus. Von der ersten Linie gehen 12 Wagen in 
der Stunde ab, von der zweiten 10, von der dritten 
15 Wagen. Um 7 Uhr morgens gehen gleichzeitig 3 Wagen 
ab, auf jeder Linie einer. Um welche Zeit gehen wieder 
gleichzeitig 3 Wagen ab? 


24) Eine Schule, die weniger als 2000 Schüler hat, 
macht einen Ausflug und die Schüler marschieren deshalb 
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morgens zum Bahnhof. Der Direktor läßt sie erst zu 15 
in einer Reihe marschieren, da blieb aber einer übrig. Auch 
als er sie zu 17 in einer Reihe gehen ließ, blieb einer 
übrig. Als er sie aber zu 7 marschieren ließ, blieb keiner 
übrig. Wieviel Schüler nahmen an dem Ausflug teil? 


25) Welches ist die kleinste Zahl, die bei der Division 
durch 7, 8, 9, 10 beziehungsweise die Reste 1, 2, 3, 4 läßt? 
26) Die allgemeine Form für alle ganzen Zahlen zu 


finden, welche zugleich von der Form 5m, 8m, 13m +4, 
15m, 21m +12 sind. 





$S 16. Die Zahl der Gleiehungen ersten Grades ist 
um zwei oder mehr kleiner als die Zahl der Un- 
bekannten. 


Wenn zwischen drei Unbekannten x, y, z eine einzige 
Gleichung besteht und es sich darum handelt, aus den un- 
zählig vielen Werttripeln, welche dieselbe erfüllen, diejenigen 
herauszusuchen, welche ganzzahlig sind, so verfährt man 
nach der in $ 14 erörterten Restmethode. Während man 
jedoch dort dazu gelangte, jede der Unbekannten durch 
einen einzigen Buchstaben ganzzahlig auszudrücken, findet 
man hier, daß jede der Unbekannten im allgemeinen erst 
durch zwei Buchstaben ganzzahlig auszudrücken ist, wie die 
folgenden Beispiele zeigen: 


1) 92 +13y + 122 = 74 sei die gegebene Gleichung. 
Aus ihr folgt: 











„_4=uyıae ,/, „2 
woraus folgt: 2= a yo End 


—= —y—34a--b, woraus folgt: y=2 — 3b, und nun durch 
Einsetzen: 
2=—2+4b-3a und .z=8+4a—b. 


Um eine Kontrolle des Berechnens zu haben, wird man 
die drei erhaltenen Ausdrücke 
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z=8+4a—b 
y=2—3b 
2=—2+4b— 3a 
in die ursprüngliche Gleichung einsetzen, wodurch man erhält: 
98 +44 —-5)+13@ — 30) +12(-—2 +4b— 3a) 
— 714 +36a — 35a — 95 — 39b +48b5 = 74. 


Um aus dem hierdurch bestätigten Lösungssystem, das 
alle ganzzahligen Werttripel liefert, die positiven heraus- 
zuschälen, beginnen wir damit, aus dem Ausdruck für y, in 
welchem ja b allein vorkommt, zu erkennen, daß 2 — 35>0 


sein muß, woraus folgt <z ‚ was bedeutet, daß 5 Null 


oder negativ sein muß. Wir setzen daher in den drei Aus- 
drücken zunächst b=0 und erhalten: 


z=8+4a 
y-2 
2=—2— 3a. 


Da wegen des Ausdrucks für z der Wert von a negativ 
sein muß, aber wegen des Ausdrucks für x doch auch 
größer als —2 sein muß, so kann a nur gleich —1 sein. 
Also ergibt sich: 

a SH 
als das einzige positiv-ganzzahlige Werttripel, da negative 
Werte von b nicht zu Lösungen führen, die für alle drei 
Unbekannte positiv sind. 

2) Wenn 72—6y-+192=1 die vorgelegte Gleichung 
ist, so erkennt man von vornherein, daß es unendlich viele 
positiv-ganzzahlige Werttripel geben muß, welche diese 
Gleichung erfüllen, weil, während die rechte Seite positiv 
ist, die links vorhandenen Koeffizienten nicht sämtlich positiv 
sind. Man erhält: 





so daß kommt: =6a+1—z und y=7a-+1-+2z. Hier 
ist eine der gesuchten Unbekannten, nämlich z eine der 
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beiden Größen, durch welche die Unbekannten sich ganz- 
zahlig ausdrücken lassen. Es kann daher z jede beliebige 
positive ganze Zahl sein, und man erhält dann die zu- 
gehörigen Werte von x und von y aus: 
| =—2+6ba+l 
y=+22z+Ta-]1l. 

Für 2=10 erhält man z. B: 26929 und 
y=7a-+21. Jeder Wert von a, der größer als 1 ist, 
führt dann zu zwei zugehörigen positiven ganzzahligen Wert- 
tripeln. Weiß man dann auf andere Weise etwa, daß y 
eine Zahl nahe an 100 sein muß, so findet man leicht, daß 
a=11, also y=98, 2=57 sein muß. 

Oft ist es wünschenswert, daß man bezüglich der beiden 
Buchstaben, durch welche die Unbekannten sich ganzzahlig 
ausdrücken lassen, obere und untere Grenzen berechnet, um 
dadurch unnötige Versuche beim Herausfinden der positiv- 
ganzzahligen Werttripel zu vermeiden. Dies verdeutlicht 
das folgende Beispiel, das zugleich dazu dienen soll, zu zeigen, 
wie man bei zwei Gleichungen mit vier Unbekannten zu 
verfahren hat. Es sollen alle positiv-ganzzahligen Lösungen 
des folgenden Systems von zwei Gleichungen mit vier Un- 
bekannten bestimmt werden: 


92 -+-13y+18z + 7u = 103 
1 GE 
Man tut am besten, 2 zu eliminieren. Dadurch erhält 
man: 
212 + 34y+ 37 u= 292, 
woraus man bei Anwendung der Restmethode erhält: 


292 Ba yaTu | 3 —2 +8y+5u 
% = PET ZZ 14 — 2y — au Tee 








—- 14 —2y—2u-+a, also: 


m en ae 








—=4a—2y+b, 


also: 
a=5b—2—2y, woraus nun rückwärts folgt: 
w=21b—8-—-10y und z=28+16y— 375. 
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Nun muß zunächst 2 ganzzahlig ausgedrückt werden, 
was am besten vermittels der zweiten von“den beiden ge- 
gebenen Gleichungen geschieht. Man erhält aus ihr durch 
Substitution: 


4(28 + 16y— 375) + 7y+ 10 @1b-8- WIN) —- = 6: 


oder: 
62=—31 —29y+ 625, daher: 


Rh on KO La u 
= —5—-5y+105b-+c, woraus folgt: 
y=—2b+6c-+1, und dann weiter: 

z=+20b—-29c— 10. 


Der für y gefundene Ausdruck muß nun noch in die 
oben für u und für x gefundenen Ausdrücke substituiert 
werden. Dadurch erhält man jede der vier Unbekannten x, 
Y, 2, w durch 5b und c ausgedrückt, und zwar folgender- 
maßen: 





I) z= —695b + 96c + 44 
I) y=-=—2b+6c-+1 

II) z=-+205b — 29 c — 10 
IV) v=-+41b—60c—18. 


Um aus dieser allgemeinen ganzzahligen Lösung die 
positiven Wertquadrupel herauszufinden, kann man nun von 
vornherein erkennen, daß 5b zwischen zwei Grenzen liegen 
muß. Man findet diese Grenzen, indem man ec aus zwei 
Gleichungen eliminiert, in denen die Koeffizienten verschiedene 
Vorzeichen haben. Denn dann müssen die linken Seiten 
addiert werden, wodurch man, weil die Unbekannten 
mindestens 1 sein müssen, eine Grenze erhält. Wir wählen 
die Gleichungen II) und IV), um c zu eliminieren. Dadurch 
erhalten wir: 

10y+u=21b—8. 

Da nun y und % mindestens 1 sein müssen, so muß 
10% -+- u mindestens 11 sein, also auch das 10y + « gleich- 
gesetzte 21b— 8. Aus 


215b—-8=11 
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erhält man aber: 
=D 
218 
das heißt aber, da b ganzzahlig sein muß, 
DAR 
Eine obere Grenze für 5b erhält man, wenn man c aus 
I) und IV) eliminiert. Dadurch ergibt sich: 


5z+8u=76 — 17Tb. 

Da x und « beide mindestens 1 sein müssen, muß 
52-+-8w mindestens 13 sein. Also muß das 52 -+8u 
gleichgesetzte 76 — 17 b gleich oder größer als 13 sein. Aus 

76 — 17b=13 
folgt aber: 
= oder b=3. 
17 

Wir baben deshalb nicht nötig, andere ganze Zahlen 
für 5b einzusetzen, als die Zahlen 1 und 2 und 3. So 
erhält man: 

Rot. |b=2 b=3 | 
|2=9c—25 | z= 96 e — A | z = cin 
y=6c—1l y=6c—3 y=6ce—5 
ı'2=10 —29c | z2=30 — 29c | z2=50 — 29c 

u = 23 — 60c | u = 64 — 60c | u = 105 — 60€ 


In der ersten Lösung müßte, damit z und « positiv 
würden, ce Null oder negativ sein, wodurch aber x und y 
negativ würden. 

Aus der zweiten Lösung erkennt man, daß z und u 
nur positiv werden, wenn c<2 ist, daß aber x und y nur 
positiv werden, wenn c>0 ist. Daraus folgt, daß e nur 
1 sein kann. Setzt man demgemäß c=1, so erhält man 
aus der zweiten Lösung: 





ht = 2m 1) u 
In der dritten Lösung kann « nur positiv werden, 
wenn c kleiner als 2 ist. Wenn aber c=1 oder kleiner 
wäre, würde x negativ. Also führt die dritte Lösung zu 
keiner positiv-ganzzahligen Wertgruppe. 


$ 16. Die Zahl der Gleichungen ersten Grades usw. 145 


Demnach haben wir nicht allein gefunden, daß = 2; 
y=3; 2=1; u=4 das gegebene Gleichungssystem er- 
füllen, sondern auch die Einsicht gewonnen, daß es außer 
diesem Wertquadrupel kein anderes positiv-ganzzahliges geben 
kann, das die beiden gegebenen Gleichungen erfüllte. 


Wenn die Zahl der Unbekannten um p größer ist als 
die Zahl der gegebenen Gleichungen, so sind auch p Buch- 
staben erforderlich, um alle Unbekannten ganzzahlig aus- 
zudrücken. Es wird genügen, wenn hier noch die Lösung 
einer diophantischen Gleichung mit vier Unbekannten vor- 
geführt wird. Es liege die folgende Gleichung vor: 


9zc+13y+182+-7u=143. 
Man erhält dann: 
as 92 13y — 182 








—= 20 — 2 —2y— 22 

m ou ara, also: 
y=l1la—-3+2r7+42 
VerBarneheE 10 


Da in dem für % gefundenen Ausdrucke rechts die 
Koeffizienten von & und 2 negativ sind, so wird man eine 
Grenze für « finden, wenn man den Ausdruck umformt in: 


u„+-52+102=—13a+26, 
woraus folgt, dab 
—13a +26 mindestens 1+5-+10=16 
sein muß. Aus 


= 


—13a+26=>16 
ergibt sich: 


10 de 
<a oder a=o0O. 


Eine zweite Grenze ergibt sich, wenn man den Aus- 
druck für y mit 5, den für « mit 2 multipliziert und addiert. 
Dadurch erhält man: 


5y+2u=9a+37, 
Schubert, Niedere Analysis. 2. Aufl. 10 
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woraus man nun schließen kann, daß 

9ga+37=325-+2 
ist, also a = na oder «= —3. Demnach kann a nur 


die Werte: I 
0, —1, —2, —3 haben. 

Wir erhalten also die vier Lösungen: 
y=—-3+2c +42 |y=-10+2r7+42 
= +26 -—52 —-10z2:|u=-+39 —5x2 — 102 
ya ak y=—24 +27 +42 
v= +52 —5r —-10:2 | uv= +65 —5x2 — 102 











Wir hatten soeben den zufälligen Vorteil, daß sich zwei 
Grenzen für a finden ließen, ohne daß man nötig hatte, be- 
stimmte Werte für einen der andern Buchstaben x und 2 
anzunehmen, durch welche y und « ausgedrückt ist, Jetzt 
aber müssen wir einem der Buchstaben x und z einen be- 
stimmten Wert erteilen. Es sei z=1. Dadurch kommt: 


y=2x+1 In 22—6 Med 22x—-13 y=22— 20 
u=—524+16 |u-29— 52 | y=42—5r | u-55—5x% 


Aus der ersten Lösung folgt, daß x K 1, 2, 3 sein 
kann. Aus der zweiten folgt, daß x gleich 4 oder 5 sein 
kann, aus der dritten, daß x gleich 7 oder 8 sein kann, 
aus der vierten, daß ein positiver Wert von x unmöglich 
ist. Also erhalten wir bei der Annahme z=1 die folgenden 
7 Wertquadrupel: 











= | 2 
y-| 3/5\7|2Jajıl3) 
2 a 
„=\1r)6l1l9l4alrle 





Wir nehmen ferner 2=2 an. Dadurch erhalten wir: 
13 y=-22+5|y=2r—2 y=22—16 
Be u=45— 52 


y=2x—)9 
u= 32 —Dx 
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Die erste Lösung ist nur für «= 1 möglich, die zweite 
für 2=2 und <=3, die dritte fürx=5 und z=6, die 
vierte ist unmöglich. Also erhalten wir: 





<=|1|2 | 516 
TAI: 3 | 
I 2, 
CHR, 2 | 


Wir nehmen drittens z=3 an. Dadurch kommt: 
y=|22+9 |22+2 | 22x —5 22x —12| 
u=|-4-52|9-5x|22 —5% | 355 —5x| 

Die erste Lösung führt zu keiner positiven Wertgruppe, 

die zweite Lösung zu einer für =1, die dritte zu zweien, 


nämlich für <=3 und £=4, die vierte zu keiner Wert- 
gruppe. Also erhalten wir weiter: 





<=|1|3 4 | 
lila 
ent 
G-lANTıD2N 


Wir nehmen viertens 2= 4 an und erhalten: 
y=|2%+13 22+6 |22—-1.|122—-8| 
u=| 14-52 | -1-52|12-52|25—- 5x] 


Nur die dritte Lösung führt allein zu positiven Zahlen- 
werten, nämlich: 





2=\1j|2 
Ya 
= 4/4 
u= 112 





Wenn 2=5 oder noch größer ist, gelangt man, wie 
man leicht erkennt, für y und « zu.x und z enthaltenden 
Ausdrücken, aus denen keine positiven Wertgruppen der 
Unbekannten hervorgehen können. Wir haben also die oben 
zusammengestellten 7+5-+3+2=17 Wertgruppen er- 


10* 
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halten und zugleich die Sicherheit gewonnen, daß es außer- 
dem keine geben kann, die aus lauter positiven ganzen 
Zahlen bestehen und doch die vorgelegte Gleichung be- 
friedigen können. 


Übungen. 
1) 72 +5y+192=50; 2) 12x +18y+23832= 100. 


Bei den folgenden Gleichungen sollen die drei Un- 
bekannten ganzzahlig ausgedrückt werden: 


3) 9e—-l11y+232=1; 4 x —-y—412=20; 
5) 62x +7 y+82=400; 6) —132+29y+432= 30. 


7) Bei einer wohltätigen Sammlung zeichnete man ent- 
weder 10 Mark oder 7 Mark oder 3 Mark. Wieviel Per- 
sonen zeichneten jeden dieser Beiträge, da im ganzen 34 Mark 
zusammenkamen? 

8) Die Zahl 100 in drei Summanden zu zerlegen, 
welche beziehungsweise durch 5, durch 9 und durch 24 
teilbar sind. 292 

9) Den Bruch 
Brüchen darzustellen. 3? 

10) Eine dreiziffrige Zahl zu bestimmen, die so be- 
schaffen ist, daß, wenn man sie zu der Zahl addiert, die 
durch genau umgekehrte Reihenfolge der Ziffern entsteht, 
die Zahl 323 herauskommt. 





als Summe von drei positiven 


Suche die allgemeine ganzzahlige Lösung bei den 
folgenden Gleichungssystemen: 


1 RBB HERE, 
c<+y+22—-u= 20 


9x +3y+42+u=35 
z+2y+z+u=7 


’ 


z<+9y+132— u=30 c+2y+32=8 
13)342 —- y+z+5v=40 ); 14)!y+22+3u=12). 
62 +7 y+8u— 3v=50 2+2u+37=16 


15) An einem Ausfluge nahmen 33 Personen teil, und 
zwar Männer, Frauen, junge Mädchen und Kinder. Jeder 
Mann hatte 4 Mark 10 Pfennig, jede Frau 2 Mark 30 Pfennig, 
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jedes junge Mädchen 1 Mark 70 Pfennig und jedes Kind 
45 Pfennig zu zahlen, damit die Gesamtkosten, die: 75 Mark 
45 Pfennig betrugen, herauskamen. . Wieviel Männer, 
Frauen, junge Mädchen und Kinder nahmen an dem Ausflug 
teil, da mehr als zehn Männer teilnahmen? 


16) Ein Bauer brachte Geflügel zur Stadt. Er bekam 
für jede Gans 5 Mark, für jede Ente 2 Mark, für jedes, 
Huhn 1 Mark 20 Pfennig, für jede Taube 50 Pfennig. So 
nahm er 15 Mark 90 Pfennig ein. Wieviel Stück von jeder 
Geflügelart verkaufte er? 


17) Wenn man bei einer vierziffrigen Zahl erst die erste 
Ziffer, dann die vierte Ziffer ausstreicht, so entstehen zwei 
dreiziffrige Zahlen, von denen die erste um 712 größer ist 
als die zweite. Wie heißt die vierziffrige Zahl, da ihre 
Quersumme 12 beträgt? [Beachte, daß eine Ziffer eine der 
neun Zahlen von 1 bis 9 und außerdem Null sein kann.] 





Suche die positiv-ganzzahligen Lösungen zu: 
18) 9x +13y+142+19u = 74; 
19) 172 +18 y +42 + 25u = 107. 
Suche die allgemeine ganzzahlige Lösung zu: 
20) 112 — 9y+192+ 36% = 100; 
21) 32 —- 7y—-9z2+24u=10; 

22) Be, E ER RER 
172—6y+52—-u+13v=71 6247u+80=61] ’ 
24) 72x +9y+122+17u+3vV=3l. 
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Die Auflösung der allgemeinen diophantischen Gleichung 
zweiten Grades zwischen zwei Unbekannten x und y in 
rationalen Zahlen läßt sich, wie unten gezeigt werden wird, 
auf die Lösung der Gleichung 


w„— DE=E 


in ganzen Zahlen zurückführen, wo « und ? die Unbekannten 
sind, D eine positive ganze Zahl, E eine positive oder 
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negative ganze Zahl ist. Besonders wichtig ist der besondere 
Fall, indem E=-+1 ist. Die dann entstehende Gleichung 
w“— DE=+1 


heißt, nach dem englischen Mathematiker Pell, die Pellsche 
Gleichung. Die Auflösung dieser Gleichung in ganzen 
Zahlen beruht auf der in $13 gelehrten Theorie der periodi- 
schen Kettenbrüche, wie jetzt gezeigt werden soll. Aus der 
Formel 1V) des $ 12 folgte dort in $ 13: 


£ nt — Ro) Pn-ı 

9n + (8 — a) In-ı 
wo x ein rein periodischer Kettenbruch ist, dessen ganze 
Zahl .a, heißt, so daß 2 —a,<1 ist, wo 9, und q,, SO- 
wie 2,-ı und g,-ı beziehungsweise Zähler und Nenner 


des n-ten und des (rn — 1)-ten Näherungswertes sind, und 
wo n die Anzahl der Partialnenner einer Periode sind. 


Wenn nun insbesondere &= YD ist, wo D eine beliebige 
positive rationale Zahl ist, so ergibt sich aus unserer 
obigen Gleichung durch Multiplikation mit dem rechts stehen- 
den Nenner: 


yD [9 Ar (YD — 4) An- ı = Mm + (YD- I) Pa-ı . 


Hieraus ergibt sich: 


YD [9 or 47 An-ı — Pn-1l = Mu — 47 Da-A0 Da44 ; 
Da nun YD sicher eine irrationale Zahl ist, weil sonst 


YD keinen periodischen Kettenbruch ergeben könnte, so 
müssen beide Seiten der soeben geschriebenen Gleichung 
Null werden. Also bestehen die beiden Gleichungen: 


An = Ay An-1 + Pn-1 
und: 
Pr = WMm-ı HD M-ı- 

Setzt man die hier für p, und g„ erhaltenen Ausdrücke 
in die in $ 12 bewiesene, mit Il) numerierte Gleichung, so 
erhält man: 

Pn-1 (a An-ı + Pa-1) = m» m-ı + D an-)=(-1*, 
woraus sich ergibt: 
m - D- mal. 
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Also erfüllen die Werte v= m-ı, t= n-ı die 
Pellsche Gleichung u” — D?=+1, und zwar sind die 
Werte von 2 und von « nichts anderes als Zähler und 
Nenner des vorletzten Näherungswertes der ersten Periode. 
Da nun aber die Betrachtung auch für den Schluß jeder 
folgenden Periode dieselbe bleibt, so erhalten wir den Satz: 


Zähler und Nenner des vorletzten Näherungs- 
wertes jeder Periode der Kettenbruch-Entwicklung 


von D erfüllen die Pellsche Gleichung 
w“—DR=+1. 


Ist n, die Anzahl der Partialnenner einer Periode, ge- 
rade, so stellt (—1)", (—1)?*, (—1)?* usw. immer die 
Zahl +1 dar, und jede Periode ergibt dann eine Lösung 
der Gleichung „— D?=-+1. In diesem Falle kann die 
Gleichung u? — Di?= —1 überhaupt nicht erfüllt werden. 
Wenn aber n eine ungerade Zahl ist, so ergeben (—1)*, 
(—1)?*, (—1)?*" usw. die Zahl —1, dagegen (—1)?*, 
(—1)**, (—1)* usw. die Zahl +1. In diesem Fall 
ergeben also die Perioden ungerader Nummer Lösungen der 
Gleichung u? — Di? = —1, die Perioden gerader Nummer 
Lösungen der Gleichung @— D®?=-1. Dies zeigen 
auch die folgenden Beispiele: | 


1) Um die Gleichung u? — 7y?= +1 zu lösen, hat man 
Y7 in einen Kettenbruch zu verwandeln, wie in $13 ge- 
lehrt ist. Man findet: 


M=2+— 
en 
1 

ee 

117 


wo die vier Stellen der Periode schräg unterstrichen sind. 
Da die Periode eine gerade Anzahl von Stellen hat, so er- 
geben Zähler und Nenner des vorletzten, also dritten 
Näherungswertes eine Lösung der Gleichung «? — 7?=-+1. 
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Als O-ten bis 3-ten Näherungswert findet man nach Formel]) 
des $ 12: = =E 2, = In der Tat ist 
2 -7.3-4-69=-+1. 
Die Lösung «=8, t=3 enthält die kleinsten Zahlen. 
Setzt man die Aufsuchung der Näherungswerte fort, so findet 
man durch die jeder Periode zugehörigen vorletzten 
Näherungswerte alle Lösungen der Pellschen Gleichung 
u” — 7%? =+1, nämlich: 
1272 — 7.482 = 16129 — 16128 = +1, 

2024? — 7. 765? = 4’096576 — 47096575 = +1 
USW. 

2) Um „= —50#2= +1 zu lösen, entwickelt man 
y50 in den periodischen Kettenbruch, dessen Ganze 7, 
dessen Periode nur eine Stelle hat, nämlich 14. Da eins 
eine ungerade Zahl ist, so ergibt die erste, dritte, fünfte 
usw. Periode eine Lösung der Gleichung «u? — 502=—1, 
dagegen die zweite, vierte, sechste usw. Periode eine 
Lösung der Gleichung «— 50#?=-+1. Als Näherungs- 
werte ergeben sich aber: 

70999.012399 
ATI TIT RR 
In der Tat ist abwechselnd: 
72—50-.1?=-—1; 99? — 50 14? = 9801 — 9800 = +1; 
1393? — 50 - 197? = 1940449 — 1940450 = —1 usw. 

3) Wenn die Gleichung u? — 53?=-+1 durch mög- 
lichst kleine ganzzahlige Werte von u und von £ erfüllt 
werden soll, entwickeln wir /53 in einen Kettenbruch, 
erhalten die ganze Zahl 7 und eine aus den fünf Partial- 
nennern 3, 1, 1, 3, 14 bestehende Periode. Die zugehörigen 
Näherungswerte sind: 

22.297 9120182072599 
BA RT OT 
182 4 } 

Da DB der vorletzte Näherungswert einer aus einer 
ungeraden Zahl von Partialnennern bestehenden Periode 
ist, so kann u=182, t=25 nur die Gleichung „2 —53#?= —1 
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erfüllen. Wir müssen also noch weitere Näherungswerte 
berechnen, um den vorletzten Näherungswert der zweiten 
Periode zu finden. Die vier weiteren Näherungswerte 
sind aber: 
#919 105785 18057 66249 
1096. 71455207 7254972: 9100 
Also sind u = 66249, t= 9100 die kleinsten Zahlen, 


welche die vorgelegte Pellsche Gleichung erfüllen. In der 
Tat ist: 


66249? — 53 - 9100? = 4388’930001 — 43887930000 = +1. 


Wenn das kleinste positiv-ganzzahlige Wertepaar, das 
die Gleichung u — Di?= +1 erfüllt, berechnet vorliegt, 
so lassen sich aus ihm alle größeren auf bequemere Weise 
finden, als durch Berechnung der Näherungswerte der 
folgenden Perioden. Bezeichnen «, und Z, die kleinsten 
Werte, welche die Gleichung erfüllen, so daß also: 


w—Di=+1 
ist, so zerlege man links in (u, +4 yD)(w, —4YD) und 
quadriere dann. So erhält man: 


(u +4 yD)’ u —4hYD’=+1 





oder: | 

@@ + D-M—- Damit =+1, 
woraus folgt, daß auch: 

»=-WHD.G ud L=2ub 


die Pellsche Gleichung erfüllen, falls rechts +1 steht. 
Wenn man, statt in die zweite, in die dritte Potenz erhebt, 
erhält man in ähnlicher Weise: 


Gem 3uED und ,=3Wh tüD 


als drittes Wertepaar, das die Gleichung „„ — D?=+1 
erfüllt, und so kann man beliebig fortfahren, indem jede 
Potenzierung mit dem nächsthöheren Exponenten auch das 
nächste Wertepaar liefert. Beispielsweise sei: 


“_ 11@ Hl 
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die vorgelegte Gleichung, Die Kettenbruchentwicklung 
von Y11 ergibt 3 Ganze und eine Periode mit den beiden 
Partialnennern 3 und 6. Daher sind: 
10.6 
324 10 
die Näherungswerte der ersten Periode. In der Tat ist 
1? — 11:-?= +1. 


Um nun aus «=10, t=3 weitere Wertepaare zu 
finden, erheben wir: 


(10+3Y11)(10 — 311) 
in die zweite, dritte, vierte usw. Potenz, wodurch wir 
erhalten: 
U = 10? +11-32?—= 199 
u = 2.10.3—= 60 
[ % = 10? +3.10.3?.11 = 3970 
|4=3-10°2.3 +33.11 = 1197 
usw. 

Mit Anwendung des binomischen Lehrsatzes gelingt es 
daher, das n-te Wertepaar, das die Gleichung vv — D?= +1 
erfüllt, durch D, «,, 4, und n auszudrücken, wo u, und Z, 
das erste, d. h. kleinste Wertepaar bedeuten. 


Betrachtet man die verallgemeinerte Pellsche Gleichung 
W“—D#”=+e, 


wo & eine beliebige Zahl ist, die, absolut genommen, <YD 
ist, so muß, wenn diese Gleichung erfüllbar ist, der Bruch 


u. 2 — , 
z einer der Näherungswerte von /D sein, und zwar muß 


e dann der Nenner des vollständigen Quotienten sein, der 
jenen Näherungswert ergibt. Da der Beweis dieser Be- 
hauptung die diesem Buche gesteckten Grenzen überschreitet, 
so genüge ein Beispiel: 

In $ 13 sind für y23 die folgenden Näherungswerte 
der ersten Periode gefunden: 
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4 D 3 19 4 24 


a ng 
„9 _215. ‚43 _239 
OR OT NEN 


Durch Einsetzung der Zähler und Neuner dieser 
Näherungswerte in die Pellsche Gleichung u? — 231? = +1 
findet man: 

5? —23:- ?=+2 


eh pa 
aaa 
a DEI 


Während die Gleichung u? — Di?= +1 immer lös- 
bar ist, ist « — Di?= —1 nur dann lösbar, wenn die 
Periode der Kettenbruchentwicklung von YD eine un- 
gerade Anzahl von Partialnennern besitzt, wie aus unsrer 
obigen Lösung der Pellschen Gleichung hervorgeht. Auch 
alle möglichen Lösungen der verallgemeinerten Pellschen 
Gleichung «2 — Di? = + findet man durch die Näherungs- 


werte der Kettenbruchentwieklung von YD. Da die voll- 
ständige Lösung der verallgemeinerten Pellschen Gleichung 
die Grenzen dieses Buches überschreitet, so wollen wir hier 
nur einige auf diese Lösung bezüglichen Sätze aussprechen. 


Wenn absolut e<YD, und & der Nenner eines vollständigen 
Quotienten der ersten Periode der Kettenbruchentwicklung 


von YD ist, so geben Zähler und Nenner des zugehörigen 
Näherungswertes eine Lösung der Gleichung u? — D? = -+e 
oder der Gleichung u” — Di?=—e. Ist e nicht unter den 
Nennern der vollständigen Quotienten in der ersten Periode, 
so ist es unmöglich, die Gleichung «— D?=-te oder 
die Gleichung u — Di?=—e in ganzen Zahlen aufzu- 
lösen. Sei z. B.: 
u —61l®”=-+e 


die vorgelegte Gleichung, und e< Y61, d.h. e< 8, so ent- 


wickle man y61 in einen Kettenbruch. Man erhält 
7 Ganze und: 


3 IM 
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als die elf Partialnenner der ersten Periode. Zu den ersten 
zehn Partialnennern gehören die folgenden Näherungswerte: 


8:39 - 125 ı 1642. AbSEeEyDz even 
1’ 5216.21 bs Ge 
5639 24079 29718 
722 ’ 3083 ” 3805 
Man findet nun: 
2 —61-1?= +3; 3%? — 61-9 —-4 
1252 — 61-16 = +9; 164? — 61-21? = —5 
453? — 61.58? = +5; 1070? — 61-137? —= —9 
1523? — 61-1952? = +4; 5639? — 61 722? = — 3 
240792 — 61-3083? = +12; 29718? — 61-3809? = —1. 
Hieraus folgt, daß von den Gleichungen u — 61? =-+e, 
wo e<(8 ist, nur diejenigen eine Lösung haben, bei denen 
die rechte Seite +1, +3, +4, +5 heißt. Dagegen ist 
w„— 61 —=-+e nicht lösbar, wenn e gleich 2, 6 oder 7 
ist. Wenn man also eine Gleichung von der Form 


„"— D’=-+e 








zu lösen hat, so wird man immer /D in einen Kettenbruch 
entwickeln und durch Einsetzen der Näherungswerte der 
ersten Periode sich überzeugen, ob die Gleichung lösbar 
ist. Zwar müssen wir die Zurückführung des Falls, wo_ 
e> JA ist, auf den Fall, wo e<y& ist, hier übergehen. fi 
Doch soll noch gezeigt werden, wie die Lösung der all- 
gemeinen diophantischen Gleichung zweiten Grades in 
rationalen Zahlen auf die Lösung der verallgemeinerten 
Pellschen Gleichung zurückgeführt werden kann. 

Die allgemeine diophantische Gleichung zweiten Grades 
zwischen & und % lautet: 


ax +Hbzay+cP? +dz+tey+f=0. 
Man multipliziere mit 4a und löse die entstandene 
Gleichung für 24x als Unbekannte. Dann erhält man: 


2ax= —by—d+Yby+d?—4alcy +ey-+f) 
oder: 
(2ax +by + d)? = y?(b? —4ac) + 2y(bd — 2ae) + (d?2 — 4af) 
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Man setze nun b®—4ac=D und multipliziere mit D. 

Dadurch erhält man: 
D2ax+by+d)?=(Dy+bd— 2ae)? 
— [(bd — 2ae)? — D(d2 — Aaf)] 
oder: 
(Dy+bd— 2ae?— DRax-+by-+ d)? 
= (bd— 2ae)? — D(d— Aaf). 

Man erkennt also, daß man die verallgemeinerte Pell- 

sche Gleichung erhält, wenn man 
Dy+ba—2ae=u 
2Zax+by+d=t 
(bd— 2ae?— D(d—4af)=+E 
setzt. Hat man dann durch Kettenbruchentwicklung von 
yD die Unbekannten % und t bestimmt, so findet man y 
aus der ersten dieser drei Gleichungen, x dann aus der 
zweiten. Hierfür das folgende Beispiel: 
222 +10 2y+4y? — 162 —-39y+32=0. 

Man bestimme zunächst D aus D=b?—4ac. Man 

erhält: 
D=10?—4.2.4=68. 
Nun ist ferner: 
bda—2ae= —160 + 156 = —4 
und: 
d? — 4af = 256 — 256 =0. 
Daher wird +E zu: 
(—4)? — 68-0 = 16. 
Wir haben also: 
w—68#° = 16. 

Um die Zahl auf der rechten Seite zu vermindern, 

setzen wir nun u=4uw’, {=2t’. Dadurch erhalten wir: 


u2 —- 17i?=1. 


Die Entwicklung von 17 in einen Kettenbruch er- 
gibt 4 Ganze und eine aus dem einen Partialnenner 8 be- 


stehende Periode, so daß der Näherungswert = zu —1, 
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dagegen der folgende Näherungswert 2% zu +1 führt. 
Also ist: 8 
Udo. de 
daher: «= 132; t=16. Daher ist: 
132 = Dy+bd— 2ae = 68y — 160 + 156 , 
also: 
Yan 
Nun findet man x aus 2az-+by-+d=t oder: 
42 +10y — 16 = 16 
oder: 
u 


Übungen. 

L,öse die folgenden Pellschen Gleichungen durch 
Angabe des kleinsten Wertepaares: 

1) W-262?=1; 2) u —-27#2=1; 3) wW-122=]; 
4) W—-42%°? =1; 5) W—-8%?=1; 6) W-RR—1. 

Löse die folgenden Gleichungen durch das 
kleinste Wertepaar: 

2) #—- 13#?=—1; 8) #—- 41%” =--—1; 

9, —-BP?=-—1. 

Welches ist der kleinste Wert von £, der die 
folgenden Quadratwurzeln rational macht: 


1 u EN. Ye a 


Bestimme durch Erheben in die zweite und 
dritte Potenz zwei neue Lösungen der folgenden 
Pellschen Gleichungen: 

13) u? — 772 =1, die durch v= 351, ?=40 erfüllt 
wird; 

14) @— 54#?=1, die durch « = 485, t= 66 erfüllt 
wird; 

15) «#— 452? =1, die durch «= 161, t= 24 erfüllt 
wird. 
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16) Die Gleichung u? — 261? = —1 wird erfüllt durch 
w=5, t=1. DBestimme durch Quadrieren das kleinste 
Wertepaar, das die Gleichung «? — 26? = +1 erfüllt. 

17) Die Gleichung u? — Di?=1 wird durch das 
kleinste Wertepaar v=u,, t=t, erfüllt. Mit Hilfe des 
binomischen Lehrsatzes ($ 5) soll jedes andere Wertepaar 
durch «, und i, ausgedrückt werden. 


18) Bestimme durch Kettenbruchentwicklung das 
kleinste Wertepaar, das die Gleichungen: a) u„” — 19? = —2, 
b) u — 19{?= —3 (abgesehen von v=4,t=1) erfüllt. 

19) Löse die diophantische Gleichung zweiten Grades: 

2 +-Tzy—3yP +y=0 
durch Benutzung der Kettenbruchentwicklung von y61. 


818. Die pythagoreische Gleichung &?=y?-+.°. 


Wenn ein Dreieck ein rechtwinkliges ist und seine drei 
Seiten beziehungsweise x, y, 2 Maßeinheiten lang sind, so 
muß, wenn x die Hypotenusenzahl ist, nach dem Lehrsatz 
des Pythagoras: 

22 = y2 + 22 

sein. Darum nennt man diese Gleichung die pythagoreische 
diophantische Gleichung, falls man verlangt, daß x,y,2 
ganze Zahlen sein sollen. Wir dürfen dabei voraussetzen, 
daß y und z keinen gemeinsamen Teiler haben. Wäre näm- 
lich Z£ ihr größter gemeinsamer Teiler, so müßte y?-+ 2? 
durch /?2 teilbar sein, also auch x2. Daher hätte auch & 
den Teiler {, und man könnte die Gleichung durch {2 beider- 
seits dividieren. Wir wollen daher nur solche Werttripel 
von 2, y, 2 finden, welche ursprünglich sind, d.h. keinen 
gemeinsamen Teiler haben. Multipliziert man ein ursprüng- 
liches Tripel mit jeder beliebigeu ganzen Zahl, so erhält 
man ein abgeleitetes Tripel. Ehe wir zur Auffindung 
aller denkbaren ursprünglichen Tripel schreiten, schicken 
wir einige Sätze über Quadratzahlen voran. Da 


(2n)?=4.n? 
ist und 


@n +1”? =4n?+-n)+1 
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ist, so hat jede Quadratzahl die Eigenschaft, bei der Teilung 
durch vier, entweder den Rest Null oder Eins zu lassen. Da 


n? +n= n(n +1) 


ist und eine von zwei aufeinanderfolgenden Zahlen gerade 
sein muß, so muß auch jede ungerade Quadratzahl die 
Eigenschaft haben, durch 8 dividiert, den Rest 1 zu lassen. 
Doch kommt es uns nur darauf an, einzusehen, daß jede 
Quadratzahl, bei der Teilung durch vier, den Rest O0 oder 
1, nicht aber 2 oder 3 lassen muß. Also kann die Summe 
zweier Quadratzahlen, bei der Teilung durch vier, nur den 
Rest O0, 1 oder 2, nicht aber 3 lassen. Da nun aber bei 
der pythagoreischen Gleichung y2-+ 2? gleich einer Quadrat- 
zahl werden soll, so kann 42 +2? nur den Rest O oder 1 
lassen. Den Rest O läßt y2-++ 2? nur, wenn y und 2 beide 
gerade sind. Dies ist aber bei der Auffindung der ur- 
sprünglichen Tripel ausgeschlossen, weil zwei gerade Zahlen 
den gemeinsamen Teiler 2 haben. Also muß y?-+2? bei 
der Teilung durch vier den Rest Eins lassen, d. h. die eine 
der beiden Kathetenzahlen muß gerade, die andere ungerade 
sein. Es sei 2 die gerade Kathetenzahl, % die ungerade. 
Hiernach muß die Hypotenusenzahl x eines ursprünglichen 
Tripels immer ungerade sein. Wir transponieren nun die 
ungerade Kathetenzahl, zerlegen x? — y? in (© -+y) mal (@ — y), 
dividieren durch 2mal 2 und erhalten: 


c+Y Ze) 
2 ZN 
Hierbei müssen nun >, = 


sein. Ehe wir in der Analyse der pythagoreischen Gleichung 
fortfahren, beweisen wir den folgenden Satz: 


Wenn zwei Zahlen keinen gemeinsamen Teiler 
haben und ihr Produkt eine Quadratzahl ist, so 
muß jede der beiden Zahlen selbst eine Quadrat- 
zahl sein. 


Jede Zahl ist nämlich das Produkt von Potenzen von 
Primzahlen. Darum muß eine Quadratzahl jede Primzahl 
gar nicht oder eine gerade Anzahl mal als Faktor enthalten. 
Wenn zweitens zwei Zahlen keinen gemeinsamen Teiler 














und 5 ganze Zahlen 
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haben, so kann eine Primzahl nicht in beiden Zahlen als 
Faktor stecken. Wenn daher das Produkt zweier solcher 
Zahlen eine Quadratzahl ist, so muß jede Primzahl in jeder 
dieser Zahlen entweder gar nicht oder eine gerade Anzahl 
mal stecken. Also muß jede dieser Zahlen als Quadrat 
einer anderen Zahl dargestellt werden können, womit unser 
Satz als richtig erkannt ist. 


Wenden wir diesen Satz auf die obige Gleichung an, so 
erhalten wir, daß 9 und ® ne I beide Quadratzahlen 
sein müssen. Wir nennen dieselben v2 und w?, so daß wir 


haben: 








woraus durch Addition, Subtraktion und Multiplikation folgt: 
= v? + W?, 
0 20°, 
2=2v0w. 


Hiermit ist die pythagoreische Gleichung gelöst. Damit 
nun X, y, 2 auch positiv und ohne gemeinsamen Teiler er- 
scheinen, müssen v und w die folgenden drei Bedingungen 
erfüllen: erstens, es muß 9 > w sein, zweitens, © und w 
dürfen keinen gemeinsamen Teiler haben, drittens v und w 
dürfen nicht beide ungerade sein. Hiernach erhält man alle 
denkbaren ursprünglichen Tripel aus der folgenden Tabelle, 
die beliebig weit fortgesetzt werden kann: 


Bea 4. 0.150006 a. 


2 
u-|1| 2 ao ae |. 
= |8lı7 25/2841 [37 er] 53 |... 
3 


eo 7 21 ee It an 
ıj1ı2|8]22|20/00 12|0|28]... 
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Unsere Ableitungsmethode gibt uns auch die Sicher- 
heit, daß außer den auf dem angegebenen Wege gefundenen 
Tripeln keine weiteren ursprünglichen Tripel existieren können, 
die auch die Gleichung 

22 = y2 + 22 
erfüllten. 

Alle abgeleiteten Tripel erhält man, wenn man jedes 
beliebige ursprüngliche Tripel mit jeder beliebigen ganzen 
Zahl multipliziert. Wünscht man nur rationale Zahlen, 
welche die pythagoreische Gleichung erfüllen, so hat man 
jedes ganzzahlige 'Tripel mit jeder rationalen Zahl zu multi- 
plizieren. 


Die rationalen Tripel, welche die pythagoreische Gleichung 
erfüllen, kann man auch benutzen, um in beliebiger Menge 
rationale heronische Tripel zu erhalten. Hero von Alexan- 
dria hat nämlich zuerst gelehrt, wie man aus den drei 
Seiten eines Dreiecks dessen Inhalt berechnen kann. In 
der Theorie der diophantischen Gleichungen nennt man des- 
halb heronisch drei Zahlen, die, als Maßzahlen der drei 
Seiten eines Dreiecks aufgefaßt, bewirken, daß auch der 
Inhalt eine rationale Zahl wird. Es läßt sich nun zunächst 
erkennen, daß ein solches heronisches Dreieck mit rationalen 
Zahlen als Seiten und einer rationalen Zahl als Inhalt durch 
jede Höhe in zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt wird, von 
denen jedes Seiten hat, die durch rationale Zahlen aus- 
gedrückt werden können. Denn wegen der Formel: 

a@=b?+c?+2bg, 

wo q die Projektion der Seite c auf die Seite b ist, muß? 
wenn a, b,c rational sind, auch g rational sein, und wegen 
der Formel: 

a-h 

2 a 

wo J den Inhalt, A die Höhe bedeutet, muß auch jede Höhe 
eines solchen Dreiecks rational werden. Man hat daher, 
um immer zwei heronische Dreiecke zu erhalten, nur zwei 


pythagoreische Dreiecke additiv und subtraktiv zusammen- 
zusetzen, wobei man nur durch passende Multiplikation da- 


J= 
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für zu sorgen hat, daß in beiden Dreiecken eine und die- 
selbe Zahl als Kathetenzahl erscheint, damit die zugehörige 
Kathete Höhe des heronischen Dreiecks werde. Wenn man 
z. B. das pythagoreische Tripel 5, 3, 4 mit dem Tripel 
13, 5, 12 zusammensetzen will, so leitet man aus 5, 3, 4 
durch Multiplikation mit 3 das Tripel 15, 9, 12 ab. Da 
nun 12 den Tripeln 13, 5, 12 und 15, 9, 12 gemeinsam ist, 
so erhält man die beiden Hypotenusenzahlen 13, 15 als 
zwei Seiten des heronischen Dreiecks, während dessen dritte 
Seite 9+5 oder 9—4 ist. Also sind 13, 14, 15 ebenso 
wie 13, 5, 12 heronische Tripel. Aus 


7-yS# lat and, Sol re 








i 2 ; 2 } 2 
folgt für das erste Tripel J= 84, für das zweite J = 30. 
Hat man keine ganzen, sondern nur rationale Zahlen für 
die Seiten eines heronischen Dreiecks erhalten, so kann 
man durch passende Multiplikation ein ganzzahliges Tripel 
daraus ableiten. Will man z.B. die pythagoreischen Tripel 
13, 5, 12 und 17, 15, 8 zusammensetzen und sollen die 5 
und die 15 entsprechenden Katheten zur gemeinsamen Höhe 


werden, so setze man ee D, - statt 17, 15, 8. Dann 
erhält man 
Pr 8 
19% Fr und 12+2 


als Seiten des heronischen Dreiecks, woraus man durch 
Multiplikation mit 3 die ganzzahligen Tripel: 


39, 17,44, und... 39,.17,.28 
erhält. Für den Inhalt erhält man 330 beziehungsweise 210. 


Übungen. 
1) Warum muß die Summe zweier ungerader Quadrat- 
zahlen von der Form 8n +2 sein? 


2) Zerlege die Zahlen: a) 36; b) 441; c) 4356 in zwei 
Faktoren ohne gemeinsamen Teiler. 


11? 
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3) Setze die Tabelle der pythagoreischen Zahlen so weit 
fort, daß die Hypotenusenzahl 125 wird. 


4) Warum muß die Hypotenusenzahl von der Form 
4n +1 sein? | 
5) Warum muß die gerade Kathetenzahl durch 4 teil- 


bar sein? 


6) Warum muß für ein ursprüngliches Tripel pytha- 
goreischer Zahlen a) die Summe der Hypotenusenzahl und 
der geraden Kathetenzahl eine Quadratzahl sein? b) Warum 
auch ihre Differenz? 


7) Warum muß das Produkt der in 6a) und 6b) er- 
wähnten Quadratzahlen das Quadrat der ungeraden Katheten- 
zahl sein? 


Bestimme ein abgeleitetes pythagoreisches 
Tripel, bei dem Hypotenusenzahl wird: 

8) 50; 9) 159; 10) 455. 

Bestimme ein solches, bei dem Kathetenzahl 
wird: 

11) :90%..)112) 99 3,0100: LAND 2 


Setze zu einem heronischen Tripel jedes der 
folgenden Paare von pythagoreischen Tripeln 
zusammen: 

15) 25, 15, 20 ‚und 39, 15, 36; 

16) 250, 70, 240 und 37, 35, 12; 

17) 41, 9, 40 und 53, 45, 28. 


18) Warum müssen bei einem heronischen Dreieck 
auch die Höhen, der Radius des Unikreises und die Radien 


der Berührungskreise rational werden? 


19) Bilde aus dem heronischen Tripel 13, 14, 15 ein 
neues ganzzahliges Tripel, aus dem ganzzahlige Werte für 
die vier Berührungsradien folgen. 
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$ 19. Die Gleichung & +”? +.?=u?. 


Wenn z, y, 2 die Kanten einer von sechs Rechtecken 
begrenzten Kiste sind und « ihre räumliche Diagonale ist, 
so besteht zwischen x, y, 2, u die Gleichung 


e+yPtR—u, 


welche wir in ganzen Zahlen lösen wollen. Wegen der 
soeben erwähnten stereometrischen Anwendung sollen x, %, 2 
die Kantenzahlen, « die Diagonalzahl heißen. Wenn wir 
annehmen, daß die Kantenzahlen keinen gemeinsamen Teiler 
haben sollen, so können nicht alle drei Kantenzahlen gerade 
sein, da sie sonst alle den Teiler 2 hätten. Sie können 
auch nicht alle ungerade sein, da sonst die Summe ihrer 
Quadrate bei der Teilung durch vier den Rest 1-1 +1 
= 3 ließe, also nach den Sätzen im Anfang von $ 18 keine 
Quadratzahl u?sein könnte. \Wenn zwei Kantenzahlen ungerade, 
eine gerade wäre, so müßte die Summe ihrer Quadrate 
bei der Teilung durch vier den Rest 2 lassen, könnte also 
nach denselben Sätzen wieder keine Quadratzahl 4? sein. 
Es bleibt also nur übrig, daß zwei Kantenzahlen gerade, 
eine ungerade ist. Sei z die ungerade Kantenzahl. Dann 
erhalten wir aus unserer Gleichung zunächst: 


x2 En y? = u? — 2? 
und daraus: 





wo nun jede der Zahlen: 
NE +2 u-2 
EURO A 12 
eine ganze Zahl sein muß. Wir haben daher nur die 


und 





Summe zweier Quadrate in zwei Faktoren 


U — 

2 
Subtraktion z folgt. Da aber, wenn beide Faktoren ungerade 
oder beide gerade wären, w und 2 gerade statt ungerade 


° zu zerlegen, aus denen dann durch Addition #, durch 
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würden, so erhalten wir nur dann ein ursprüngliches Wert- 
quadrupel, wenn wir den einen Faktor gerade, den andern 
ungerade wählen. Da aber dann das Produkt gerade werden 


muß, so darf von den beiden Zahlen 3 und — deren 


Quadratsumme das Produkt ergibt, nicht die eine gerade, 
die andere ungerade sein. Dieser Weisung folgend, er- 
halten wir alle gesuchten Wertquadrupel aus der 
folgenden Tabelle: 





EmESETEJEIERESE 
3-5 3|s ja jo |5|.. ||. 
a "70 ls m a] A 
"-lılalıleleal..a 





Hieraus erhält man beziehungsweise: 


2112.12 8 4 A Po 
y-|6|16.18 181101109... 20100 
= 1111137621179 2 ID oT 
s=!19.13 1191717 L 117 20.) Sn 


In der Tat ist z. B.: 
142 + 102 + 35? = 196 + 100 + 1225 = 1521 = 39°. 
Übungen. 


1) Setze die Tabelle der Kistenzahlen so weit fort, bis 
die Diagonalzahl dreiziffrig wird. 
2) Bilde aus 3? + 5?= 17.2 richtige Kistenzahlen. 


3) Die von einer Ecke einer Kiste ausgehenden 
Kanten sind 10, 14, 35 Zentimeter lang. Wie kann 
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man am leichtesten erkennen, daß y102-+ 142 + 352 


rational wird? 


4) Wie kann man zu einer als Diagonalenzahl vor- 
gelegten ungeraden Zahl zugehörige Kantenzahlen finden, 
falls solche möglich sind? [41=40 +1, 40-1=6?-+ 22] 

5) Warum ist die Zahl 5 als Diagonalenzahl un- 
möglich? 


8 20. Die Gleichung + yY=u?+22. 


Wenn wieder der Fall ausgeschlossen wird, daß alle 
vier Unbekannte einen gemeinsamen Teiler haben, so sind, 
wegen der in $ 18 angestellten Erörterungen über Quadrat- 
zahlen, nur zwei Fälle bezüglich des Geradeseins und des 
Ungeradeseins der Unbekannten möglich, nämlich erstens, 
daß alle vier Unbekannte ungerade sind, zweitens, daß 
auf der rechten Seite ebensowohl wie auf der linken Seite 
eine gerade und eine ungerade Quadratzahl addiert werden. 
Diese beiden Fälle wollen wir unten getrennt behandeln. 
In beiden Fällen sei x die größte der Unbekannten, dann 
muß % die kleinste sein. Wir erhalten aus der gegebenen 
Gleichung durch Transponieren: 


ee —?=u?— y?, 


woraus wir schließen: 











Bei dieser Gleichung ist im ersten Falle jeder der vier 
Faktoren eine ganze Zahl. Es erscheint also in dieser 
Gleichung eine und dieselbe Zahl g in zwei Faktoren zer- 
legt, und zwar auf doppelte Weise, wenn wir von trivialen 


Fällen <= z und y= u, sowie <=, 2=y absehen. Nun 
n BEA 2 VIREN REM 
ist aber € = 5 4 Be 5 0 














„U 


u_rE Damit also x, y, 2, u 


alle ungerade werden, muß die doppelte Zerlegung der Zahl g 


+5, sowie y = 
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in zwei Faktoren so geschehen, daß der eine Faktor gerade, 
der andere ungerade ist. Ferner muß dafür gesorgt werden, 
daß y den kleinsten Wert erhält, was dadurch erreicht wird, 


daBRmEN indik u Andante “—y dien beiden a 


bezeichnen, T Unterschied kleiner ist als der Unterschied 


der beiden Faktoren ah und a der anderen Zer- 


2 2 
legung. Wir erhalten hiernach die sämtlichen ursprünglichen 
Wertquadrupel im ersten Falle aus der folgenden Tabelle. 





Alle vier Unbekannte ungerade. 



























ıla|a 








a 
a 7? 





u 5 GE Int 11 [3 





Im zweiten Falle, wo eine Zerlegung der Zahl g in 
zwei gerade Faktoren mit einer Zerlegung in einen geraden 
und einen ungeraden Faktor zusammenzufassen ist, erhält 
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man alle möglichen Wertquadrupel aus der folgenden 
Tabelle: 


Zwei Unbekannte gerade, zwei ungerade. 
















































a 
vlala 

a 

al 


I WERE 02 N 
J SE 
2 H 
R — 
u BERN A 7071041612179 5140110 110 


Bei dieser Tabelle ist natürlich vorausgesetzt, daß ent- 
weder £ und z oder y und « die beiden ungeraden Un- 
bekannten sind. 


Von der oben bewerkstelligten Lösung der diophan- 
tischen Gleichung 


2 + y? nn u? -- 2 
kann man eine interessante geometrische Anwendung machen, 


nämlich auf das Problem, vier ganze Zahlen zu finden, 
welche Maßzahlen der Seiten und Diagonalen eines Parallelo- 
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gramms sein können. Sind b und c die beiden verschiedenen 
Seiten eines Parallelogramms, e und f seine Diagonalen, so 
gilt bekanntlich die Relation: 


e + —2b +20, 


Außerdem aber muß jede der Diagonalen e und f 
größer als die Differenz, aber kleiner als die Summe der 
Seiten b und ce sein. Wenn man deshalb 


b=-2+y, c=2—-y, e=22, f=-2U 


setzt, so erhält man erstens, daß die Relation e® + f? = 2b? 
+ 2c2 erfüllt wird, wenn x, y, u, 2 Werte der obigen 
Tabellen sind, zweitens aber auch, daß die soeben erwähnte 
Ungleichheitsbedingung erfüllt wird, weil x die größte, y die 
kleinste der vier Zahlen x, y, u, z sein sollte. Wir er- 
halten also beispielsweise aus den ersten vier Lösungen der 
zweiten Tabelle: 





d |11|17| 9 |23 
Er | 97 111 
e 11422 8 ‚30 

12 16 14 | 20 


Aus der ersten der beiden obigen Tabellen kann man 
auch richtige Parallelogrammquadrupel erhalten, nur muß 
man, da alle vier Werte durch dieselben Substitutionen ge- 
rade werden, jeden der vier Zahlenwerte noch halbieren. So 
folgt aus der ersten Lösung der ersten Tabelle: 


%rY C—Y 
= 5 =4, c0- 5 =3, e=5, f=-5. 

Man beachte, daß für e=f, d.h. z2=u die Lösungen 
der in $ 18 behandelten pythagoreischen Gleichung sich 
ergeben. 

Ferner beachte man, daß die soeben gefundenen Parallelo- 
grammguadrupel auch die Aufgabe lösen, vier Zahlen zu finden, 
die Maßzahlen der drei Seiten eines Dreiecks und einer Trans- 
versale (Verbindungsgerade einer Ecke mit dem Halbierungs- 
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punkt ihrer Gegenseite) sein können. Sind a,b, c die drei 
Seiten, ? die « halbierende Transversale, so erhält man aus 
den vier Lösungen der Parallelogrammaufgabe: 


Natürlich kann man auch f=a, t= 5 setzen. Dann 
erhält man: | 


N lı1lız] 9 123 





4 
Sl 11|4|15 
Übungen. 


1) Setze die Tabelle der ungeraden Wertquadrupel bis 

zu denjenigen fort, die aus der Zerlegung von g = 40 folgen. 

2) Einen Teil der möglichen Wertquadrupel erhält man 

dadurch, daß man nz =2e+1, y=e—2, 2=2e-—1, 

=e-+2 für e jede ungerade Zahl >1 einsetzt. Inwiefern 

folgt diese Lösung auch aus der yon uns besprochenen all- 
gemeineren Lösungsart für ungerade Wertquadrupel? 

3) Setze die zweite Tabelle bis g = 40 fort. 

4). Leite aus g=(2e)(2f)=4-(ef) ab, daß die 
Gleichung <2+y?=u?+ 2? erfüllt wird, wenn =2e+2f, 
y=ef—-4, z=2e—2f, u=ef+4 gesetzt wird. 

5) Bestimme aus den beiden Tabellen je sechs weitere 
Wertquadrupel, welche Maßzahlen der Seiten und Diagonalen 
eines Parallelogramms sein können. 

6) Wie muß ein Lehrer die Zahlenwerte für die drei 
Seiten eines Dreiecks wählen, damit die Schüler die Freude 
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haben, daß der Zahlenwert für die Schwerpunktstransversale ? 
rational wird? 

7) Beweise, daß, wenn p und g beide ungerade oder 
beide gerade sind, man ein Dreieck mit ganzzahligen Seiten 
und einer ganzzahligen Transversale erhält, wenn man 


2pq 


PURE = 





a=20-+ t=P—gqg- 
setzt, wo v Teiler von pg sein muß. 

8) Wenn man eine Zahl g auf doppelte Weise in zwei 
Faktoren g=pg und g=vw zerlegt, und dann v-+ w 
—=p—goderp-+gqg=v— wist, wop>g, v>w ist, so 
muß das Dreieck, das sich daraus nach Maßgabe der obigen 
Tabellen ergibt, rechtwinklig werden. Warum? 

9) Bestimme aus der Zerlegung 36 =2-18=9-4=1-36 
für ein Dreieck ganzzahlige Werttripel für die drei Seiten 
a,b, cc und die Transversale /. 


Ausgewählte Resultate. 


Zu Abschnitt 1. 
Zus1l. 
3) 5040; 4) n(n—1)(n—2); 8) 90; 9) 280; 10) 83160; 
11) der fünfte; 12) der fünfzehnte; 13) bismarck; 
14) attentat; 15) 32 Ziffern. 


Zu $ 2. 
3) 24; 4) 60; 6) 216; 7) 32; 8) 16; 9) bei 9 Dingen; 
10) zur sechsten Klasse; 11) bei vier Dingen. 


Zu $ 23. 

2) 70; 3) 66; 4) 220; 5) auf 70 Arten; 6) auf 1680 
Arten; 7) 2753 Billionen 294408 Millionen und 504640; 
8) 53644 Quadrillionen und 737765 Trillionen und 488792 
Billionen und 839237 Millionen und 440000; 13) 210; 
14) 15; 15) 70; 16) bei 7 Dingen; 18) 120. 


Zu $S4. 
2) 8; 3) 10,; 4) 12,; 5) 100,; 6) 8,; 7) 13,5 8) 11,; 
9) (a+1).-3; 10) 11,=11,; 11) (a +b+1)4ı=(a+b-+1),; 
12) 10,—6,; 13) 14, — 9, ; 14) (d+1)mn+1—Am+ı5 15) 14, — 10, ; 
16) (a Sm b r D)eim+1 alarm (a + b an 1)o-4m — Am-13 
17) 210; 18) 5050; 19) 500500; 20) 494550; 21) 184950; 
22) 49’495500; 23) 9455; 24) 328350; 25) 328065; 


26) -IEO+@D+N- (a N)alta-1)]; 


174 
27) 


30) 


42) 
44) 


47) 
49) 
50) 
51) 
52) 
54) 
56) 
57) 
58) 
59) 


26) 


13) 
28) 


34) 
39) 


Ausgewählte Resultate. 


6084; 28) 42075; 29) LAT + 1)? — (a — 1)?a2]; 


ne 5 1 
31) <a got m 75% 


n? nt n? N 

DT 300,808 
10,+10, +...+10, = 968; 43) 968; 
11, +11, +... +11, = 1486; 45) 386. 


Zu $S>. 


45) 2a5 +20a3b? +10abt; 46) Sadb-+B8ab?; 
1225 +4023+12x2; 48) 3a +9a +7; 

— 18 — 525 — 9a - 52? +42? +60 +2; 

2 a6 — 30 ab? + 30 a? bt — 25°; 

2 at + 56a?b + 140 a?b? + 56ab? + 254; 

529 — 136y15; 53) 23137 + 16272y2; 

239 +169y2; 55) 1+0,6-+ 0,15 + 0,020 +. ..; 
1 — 0,5 + 0.10 — 0,010 + 0,0005 — 0,00001; 

1% .0,06 # 0,0010. 7%: 

1 + 0,30 + 0,0435 ++ 0,004060 + .. .; 

1 — 0,2 + 0,018 — 0,00096 +... . 


Zu $ 6. 


1) 12600; 21)auf 330 Arten; 24) 330; 25) 364; 
969. 


Zu$S. 
8) 173; 9) 529; 10) 740; 11) 166650; 12) 4790; 
80; 14) 276;. 17) 2, 13, 64, 209,526; 79) 144; 
HD; 29) Sonia + 1)r +2); 30) 55 Kreise; 


680 Kugeln; 36) 385 Kugeln; 38) 4970 Kugeln; 
29605 Kugeln, 


23) 
28) 
35) 
40) 
44) 
49) 
53) 


57 


at 


62) 
67) 
73) 
79) 


90) 


Zu Abschnitt II, $ 8. 175 


Zu Abschnitt Il. 








Zu$8. 

1 6 5 7 7 
10) Be; 19) Ti: 20) 55 21) ea 22) es 
16 253 69 367 3 
155 ’ En 620 ’ = Bu 26) 620 ’ en 33, 
819 237 5 5 
1240 ’ 22) 310 ’ 0) 3 n 12” 32) gif 
5 7 5 5 1 
72’ 36) 97° 37) 97°’ 38) Eat 39) g?’ 
1 Mark 40 Pfennig; 41) Mena ; 42) ae ; 43) va s 

BR u 51’ 72° 
5 5 5 4655 
Di 2 18% =D) 324 ’ a . 3 6451224 ’ 
693 _ 50) 385 51) 1463 _ ' 3553 _ 
14384 ’ 899 ’ 116870 ’ 116870 ’ 
10659 
58435 Day 1,2 mals, 59), 22,6 ui, 56) 76,2 mal; 
1,2 mal; 58) 3,2 mal; 59) . 60) 56,7 Prozent; 
923 1 469 37 9 
4095 ’ a) 50 ’ 0) 612 ° “s 100 ’ 80) 100 ’ 
12 4 3 1 7 15 
25’ 68) 95 69) ZUR 70) FE 2) a 72) 16: 
1 1 17 ji 5 125 
36° 74) Mt 75) 39? 76) 62’ 77) 362 78) 1296 ’ 
305 3125 14105 \ 
1996 ' 80) 16656 81) 16656 86) 10 Kuriere; 
1 1 3 15625 
ne 91) Aa 92) as 93) an 95) 2 Mark 

656 


80 Pfennig; 96) 7 or 


176 Ausgewählte Resultate. 


Zu 89. 


1) 69 Pfennig; 2) der erste Spieler muß 3 Mark 
94 Pfennig, der zweite 2 Mark 6 Pfennig erhalten; 








513 11% 

5) wm = OB 7) 20 Mark zu 60 Mark zu 
190 Mark. 
Zu $ 10. 

4 AN a 13 
1) Ahke, 2) 7) „ ud; 3) 2; 4) 5° 6) 2; 
2 31 25 5 25 

7) Den 8) 42° 9a) 126 ’ 9b) 126 B) 1la) 36’ 
2 32 9 63 
11b) = 12) j* 13) 107° 14) 15) 9°’ 
51619 21 
Zu $ 11. 

6 Bu 1os 55, DL 18 26 , 
ie 2) 3) Bis 5) 539 ’ 6) 5; 7) 49 ’ 
275 3 315 62 

iage: MR an enns 
Zu Abschnitt Ill 
Zu $ 12. 
240 ; 0 | 
24 —— 2+- 2 


Zu Abschnitt III, $ 12. 





{ 
Be A en ; 
rn ar Tue 
7 Faser; 
145 
9) 2 10) a u) al, 
1bEH 
a N ae 
a Are 
1 
Mar I 
wi. ee: Be 1 LEN BREEN 
1 1 
lt: Laugen en 
GA An 
as 
en 
u 
3 
b4+ 
Sr > 
oe 
1+- Nee se 
1 
are 
e 
12 


Schubert, Niedere Analysis. 2. Aufl. 





178 Ausgewählte Resultate. 


25) 20; 26) r 27) ne 28) 11 er; 2); 
33) ne 34) a 35) 36) n 37) a 39) rn und 
= 40) a 2); 44) 118; Ab; 
46) 365 ur 47) 2 48) En 
Zu $ 13. 
Y37—5. 


1) 7a —1;,2) 2478; 3) Zoe 


A 1 RR 299 _ 
BB; 95; 9 u 3. ee 


6 
9) ul 10) yB3; 1m) Ei 1. 


B) 


Y229 + 1491 4 1. 
N er 13) 7+7123; 19) 8,..); 
15) 6+(2..); 16) 142, 3,..); 37) 1 Asp 
Si (12; 3,13:.)5: 19). 7 + (3/1, 1. 3, 00m03 
20) 44.(1,3,1:8...); 2) DE 10E 
22) 5+(1,1,3,5, 
1b 


3,1,1,10); 23) (4,..); 24) 1 Be 
25) 10 +(1, 3, 8...); 26) 3, 1,..),; 27) 8, 6,..); 
19 10 51 6 
35) —0,0138 ; +0,0008 ; —0,0001 ; 
55 99 
36) 39° 37) 70° 
' Zu $ 14. 


l) y=-3; 2y=10; 3) y=8; y4y--7 


2 1 A 3 ZZ 7 
h nn — | == — . . . 


Zu Abschnitt III, $ 15. 179 


ar j BT. | 

y= 16 y=—) y=—4 
a3 ME, Bi 

Br: lee) IE: 


18a) 17; .18b) 9; 19a) 203; 19b) 5; 20a) 1; 20Ob) 207; 
Ben n,c— 103; 


wire 4 e—=3 —=2 

27) ; 28) >. 29) ; 
u) y-il y-4 
—n5 — 10 (<=5-+17 

30) I” a1)e las So Dun NR | 
y= 10 y= 40 y=6—20 m 
er 2 —-= 9+11 

33) x 0-+20 m N x + m 
y=20 — 47m y=15—- 5m 
—=10 +47 m) — 1+9 

35) x + A 36) & + a 

= 30 — 97 m y=12—-7m 

37) &=5 +20 m 39) [x=40 +48 m\ 
y=5+23m y= 5-79m 
—= 10 + 203 

39) * in % I% 47) die Zahlen 11 und 4; 
y= 5+ 9m 


48) 100—=56+44; 53) die Zahl 60; 54a) die Zahl 23; 
54b) die Zahl 366; 56) die Zahl 100; 

57) 200 =100-+100; 58) 9, 22, 35, 48, ...; 

59) 2 Zwanzigmarkstücke und 19 Dreimarkstücke; 

60) 7 Flaschen Moselwein und 3 Flaschen Rheinwein; 

61) 12 Herren und 11 Damen; 62) fünf Lösungen, von denen 
eine heißt: 66 Fahrgäste dritter Klasse, 10 zweiter Klasse. 


Zu S 15. 
= 1 — 264 ze] =2 
1) !y=2+7T7a Und A a ur 5 
2=3 —3a ad Ps, 


12* 


180 Ausgewählte Resultate. 


= = 
FR ‚AR keine | 
3) y-1 ’ 4) y-' ’ Be 6) y-=2 ’ 
— 11 
—=4 z=]1l R . 
)iy-5Num; 8) Lly-3. Om 
N — 
z=6b 2=9 
ie 
z=]1 = 
x = 22 r 
y— 26 U 4 
Ale PAR ELET, 1a) A 
SEHR ed = 
vw= 11 
=D v=]1l 


14) 12 Männer, 7 Frauen, 20 Kinder; 15) erster Klasse 
4 Mark, zweiter Klasse 3 Mark, dritter Klasse 2 Mark; 
16) entweder 3 Flaschen Champagner, 8 Flaschen Rhein- 
wein und 12 Flaschen Rotwein, oder 2 Flaschen Cham- 
pagner, 19 Flaschen Rheinwein und 2 Flaschen Rotwein; 
17) 33 m+12; 19) die Zahl Hundert; 21) die Zahl 
Tausend; 22) 197 Mann; 23) um 8 Uhr; 24) 511 Schüler; 
25) 2514; 26) 10920 m + 9000. 


Zu $ 16. 
x=1]|3 
1)! y=1|2|; 2) keine positiv-ganzzahlige Lösung; 
el 


7) 1 Person zeichnete 10 Mark, 3 zeichneten 7 Mark und 
1 Person 3 Mark; 8) 10 +18+ 72 oder 25 +27 + 48 
oder 40 +36 +24; 9) e n 1 er ; 10) die Zahl 112 
oder 211; 15) 11 Männer, 7 Frauen, 6 junge Mädchen, 
9 Kinder usw.; 16) entweder 1 Gans, 4 Enten, 2 Hühner, 
1 Taube, oder 2 Gänse, 1 Ente, 2 Hühner und 3 Tauben usw.; 
17) 1902; 19). z=1, y=1, 2-1, v2 
yazı Bel, uv—2 usw. 


Zu Abschnitt III, $$ 17—20. 181 


Zus 12. 


De dl,t=10,;, 2 u=26, 15; 3) u-T1T,t-2; 
a =2;,. D) w=1910, 2-21 6) u — 1151, 
Be u=18, 1-5; 8) u—=32,17=5,, 9), u—182, 
20: 10), Will? 11) = 129; 12), u — 18: 
Dr 33,t:=3;18b) we 6l, tr 14: 719) 2 — 10, 
Y— 25. 


Zu $ 18. 


8) 50, 30, 40; 9) 159, 135, 84; 10) 455, 231, 392 
(außerdem welches mit der Kathetenzahl 175°); 17) 205, 
53, 228. 


Zu $ 19. 


2) 6, 10, 15, 19; 3) darum, daß die beiden Teiler 
von 52 + 72 — 74 die Differenz 35 haben. 


Zu $ 20. 
2) Dadurch, daß g=2e=2e-.1=e-2 gesetzt wird, 
vemesrmde ist, 9) = 20,b—=25, c=15, t—16 
anaıa- 0, b=53, c=21, ?!= 20 usw. 














G. J. Göschen’sche Verlagshandlung in Leipzig. 





Elementare Berechnung der 


Logarithmen, 
eine Ergänzung der Arithmetik-Bücher 


von 


Dr. Hermann Schubert, 
Professor an der Gelehrtenschule des Johanneums in Hamburg. 


Preis: Broschiert M. 1.60. 


Formeln und Lehrsütze der Allgemeinen 
Mechanik 


in systematischer und geschichtlicher Entwicklung 
von 


Dr. Karl Heun, 


Professor an der Technischen Hochschule in Karlsruhe. 
Mit 25 Figuren im Text. 
Preis: Gebunden M. 3.50. 


Elemente der Geometrie der Lage. 


Für den Schulunterricht bearbeitet 
von 


Dr. Rudolf Böger, 


Professor am Realgymnasium des Johanneums in Hamburg. 
Mit 33 Figuren. 
Preis: Kartoniert 90 Pig. 


Die Lehre von der Zentralprojektion 


im vierdimensionalen Raume 


von 


Dr. H. de Vries, 


Dozent an der Polytechnischen Schule zu Delft. 
Mit 25 Figuren. 
Preis: Broschiert M. 3.—. 

















G. J. Göschen’sche Verlagshandlung in Leipzig. 


Lehrbuch 
der darstellenden Geometrie 


für den Gebrauch an technischen Hochschulen, mitt- 

leren gewerblichen und technischen Lehranstalten, 

Kunstgewerbeschulen, Fortbildungsschulen usw. und 
für das Selbststudium 


bearbeitet von 


Prof. Erich Geyger 


Oberlehrer an der Kgl. Baugewerkschule in Kassel 


I. Teil 


Affinität und Perspektivität ebener Figuren. Perspektive, involu- 
torische und harmonische Grundgebilde. Kegelschnitte als Kreis- 
projektionen. Die orthogonale axonometrische und schiefe 
Projektion. Zylinder, Kegel, Kugel; ebene und Raumkurven. 
Schnitte und Abwickelungen. Durchdringungen. 


Mit zahlreichen angewandten Beispielen und 290 Figuren 
Broschiert 8 Mark, in Leinwand gebunden 8 Mark 60 Pf. 


Dieses Werk umfaßt sowohl den Lehrstoff aller tech- 
nischen Mittelschulen, wie den für die Studierenden an tech- 
nischen Hochschulen in den ersten Semestern ihres Studiums. 
Bei der Bearbeitung war allein der Gesichtspunkt maßgebend, 
den Stoff unter Wahrung seines wissenschaftlichen Charakters 
möglichst für den Unterricht verwertbar zu gestalten und jedem, 
auch dem, der der höheren Mathematik nicht Fun ist, ver- 
Be zu machen. 


























G. J. Göschen’sche Verlagshandlung in Leipzig. 


Elemente der Btereometrie 


von 
Prof. Dr. Gustav Holzmiüiller. 


: Die Lehrsätze und Konstruktionen. Mit 282 Figuren. 
Preis brosch. M. 6.—, geb. M. 6.60. 

: Die Berechnung einfach gestalteter Körper. Mit 
156 Figuren. Preis brosch. M. 10.—, geb. M. 10.80. 

: Die Untersuchung und Konstruktion schwierigerer 
Raumgebilde. Mit 126 Figuren. Preis brosch. M.9.—, 
geb. M. 9.80. 

: Fortsetzung der schwierigeren Untersuchungen. 
Mit 89 Figuren. Preis brosch. M. 9.—, geb. M. 9.80. 


Dieses Werk dürfte wohl einzig in seiner Art dastehen, denn in so um- 
fassender und gründlicher Weise: ist die Stereometrie noch nicht behandelt 
worden. Das Wort „elementar“ ist -dabei so zu nehmen, daß die höhere 
Analysis und im allgemeinen auch die analytische Raumgeometrie ausge- 
schlossen bleiben, während die synthetische neuere Geometrie in den Kreis 
der Betrachtungen hineingezogen wird, soweit es die Methoden der dar- 
stellenden Geometrie erfordern. 

Alle Figuren, auf die ganz besondere Sorgfalt verwendet worden ist, sind 
streng konstruiert und fast jede ist ein Beispiel der darstellenden Geometrie. 

Trotz des elementaren Charakters geht diese neue Stereometrie weit 
über das übliche Ziel hinaus, gibt neben den Lehrsätzen umfangreiches Übungs- 
material, betont die Konstruktion und die Berechnung gleichmäßig und wird 
an Vielseitigkeit und Gediegenheit des Inhalts wohl von keinem der 
hervorragenderen Lehrbücher erreicht. 


Mathematische Mußestunden. 


Eine Sammlung 


Geduldspielen, Kunststücken und 
Unterhaltungsaufgaben mathematischer Natur 


von 


Dr. Hermann Schubert, 
Professor an der Gelehrtenschule des Johanneums zu Hamburg. 


Große Ausgabe in 3 Bdn. gebunden AM. 4.—. 
Kleine Ausgabe gebunden M. 5.—. 


Wie schon der Titel sagt, handelt es sich hier um kein streng wissen- 
schaftliches Werk, sondern um ein Buch, in dem der Verfasser allerhand 
Gedanken über Dinge niedergelegt hat, die mit der Mathematik in Berührung 
stehen und mit denen sich jeder Gebildete oft und gern in seinen Mußestunden 
beschäftigt. Es sind ungezwungene, kritisch -historische Betrachtungen und 
unterhaltende Plaudereien über älle möglichen Probleme und Kunststücke, die in 
einer auch dem Laien leicht faßlichen Form vorgeführt, erklärt und ergänzt werden. 
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